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System, Model, Abstraction and Notation
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Chapter 1

Propositional Logic

������ ���� �	
 �� ��	� �� � �	��� �	� ��������

� ������� �	�
�

��� ��� ����� ����� �������� ������ ���� ����� ��	��	 	��	�� �	��� ��

���� ������ ���� ��  �	!� �� "� �� ������#� ���� ���� � ���� ����

� �����#� �� ����" 	� ��� �� ��� �	� �������	�� ��	� $ ��"�	��� $ ���

���%����� ��� "��� �	���� �	�� 	�� �!��� ��� �� ��� &������ �'�� "� ��

������ �� ��	�� ���"��� � � ���� ����� � ����� ���	��� ��	�(� ��� ����

��� � "��� ������ )���!��� ����� 	������ �	���� �	���� ��� $ ���� ������

�%�� ��� �	� ��� ��� ���� &����� �� �
%�	� ��� ��	���� ��� "��� 	� 	������

�� ��� %��!��� &�������� ���� ��  �	!� �� ��	�� ���"�#� ���� ����

� ���� "�� ���� � ��� ��������#� )�� �%	���� �	���� �	���� ��� ���

"	��* � ��!�	��� ���� ����� ��� 	 ��+��!� �,��� ���	���-� ��� ����

���	���� ��� 	 ��%�� �����  ���(� ����� ��	�(� 	 !��� "��� &������- ��

	�� ���� ��������

.�� ���	!��� ��������	��� ���� ��	� ���� �������* 	�� � �	�� ���

����� ��%�	��� �	� ����� �� �� ��� ��  � � ��� ��� �� ��� "	�� �� ��"�	�

��	����" ���� ���!	��� ���� ��� %����� �� ��� 	�������� ��&������	���

%������ ���� ���� 	�� ��� ����� %���� ������� )�� �	����(� "�	� � ���

"	��� �� ������� � �� ������ ����� %������ 	� &����� 	� %������� /)�� ����

"�	�� ��� �	�(� ���% ��� ����� � �� "�� ��� �	���� �� "!� �% � �
	�%��	����0

 � � � ��� �	���� 	� ���	� ���"� �� ��	��� 	���� ��� ����� 	�� ���

�
������� �� 	����	�� ��� �������"� ���� �� 	������	�� 	�� �� �	��

��"�	� ��������� �	��� �� ��� �������"�� 1��%�� ��� �	�� ��	� �� 	��

���� ��� 	 ������ %��%����� �� 	%%�� ��"�	� ����� �� �	�� ���������

���� ��� �������"� $ � �� �� �������" %�����	��� �	�"����� ���� 	� ���%

��� ��� ��� ������ ������ �����" ��� �	��� ���� �� �	� "�� ����� 	��

��������� �� �������(� �� ���� ���"� $ � � ����������� ��� �	�� ��	� ��

	�� !��� �	� 	� ���" ��� ��������� ������������ .�� %������ ��� �� 	 "��	�

�
���� ��� ��� 	��"���� � ��� �	�"�	"��

 � ��� ��	%��� �� ��	�� ��� ��� ��"�	��� ������� ��	����" �	������

����� � 	 �������� �� �	��� 	�� �� ��	�� ��	�� ��� �� �	�� ��� ��� ��
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Propositional Logic

�������� �� �	
�	 �� �	���� ��� ����� �� ����������� ��
 ���������� �����

���
 �� ��� ��	�� �� �����
 ������� �	������� ����� ��� ��� ��������� ��
�	��

������ �����	��� �� ���� ��� ���� �	����� 	���� �� ������� 	�������� ��� ��

�	����� 
��� ��
 ������������ ������
 ���� ��� 	���� �� ������ ���� 
�� ��

����	 ����	������ �� ���� �� �������� ���� �	� ���� ��	� ���� � ��	� ��	���

����� ���� ��� �� ������
 �� ��
�� ��
 	����� ����� � ���� �	���� ��

������� ��
 ����������� �� ��	������	� ���� ��� �� �	� ������ �� 
��������

���������
 ����������	 �	 ������������� �� ��������� ��������

����� �� ���� ���� �� ��� �	� ��	� �� ���������� �����	������� ��� ��������

�� ����������� ��
 � ����� ������������� ��� ���� 
������
 �	�� �

������� ����� ��
 ���� ��	� �������
 �� !�������� ����� ��� ������������

����
������ �� ������ "�� �������	 �	��	������ ��������� 	��� �� �������

������� �� ����	 �����#�������� ����	 ��������������� ��
 ����	 �����	�����

������ �	� ���� ����� ��� ���� ������	 ��
 � ����� �����
� ��	 ����������

��
 ��������� ������������� ������� �� ��	����� 	���	��� ����� "�
� ����

��� ��� ������ ��� 
����� ��
 �������������� �� 
������ ������� �� ��	�����

����
 �� ������

1.1 Propositions and Deductions

$����
�	 ��� ��������� �	�������

%� Either this man is dead or my watch has stopped.

&� My watch is still ticking.

Therefore

'� This man is dead.

���� �� �� ������� �� ��� ��	� �� 	�������� ����� �� (������ �������������)

��	��	� ���������� ��� 
�� ����� �� �� ������� ��� ��	����	� �� ��� �	�������

�� ��� ��� ��������� ���������

"� ��� �	������ ������ ��	�� statements � �	 propositions� �� �����

�� ���� 
����	������ ����� �	� �����	 �	�� �	 ����� (��� ��� ����)�

*��� �� ��� ���������� �� ��� �	������ �� 
����	�
 �� �� �	���

�� ��� #	�� ��������� ���	����� �� ������ ������� ��� ������	 �����+

������ ������

%�� This man is dead.

or

%�� My watch has stopped.

$� " deduction �	 inference �� ��
� �� ����	 ��� �	��� �� ��� ���	


��������� �	�� ��� �	��� �� ��� #	�� ��� ����������� ��� ���	
 �����+

���� �� 	���		�
 �� �� ��� conclusion �� ��� �	������� ����� ��� #	��
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Propositions and Deductions

��� ���������� 	
�� ���� �� �
�� ��� �������� �
� 
�	�

�� �� ��

��� premises �	 ��� �
�������

��� �
������� �� �� 	�
������� �� �
����������� ����� ��� ������

���
���
�� �	 �
����������� ���� �
������ � �������� 	�
 ��������� ��������

���������� ��� �
�������� ��� ������	
� ��������� �	 �
����������� ����

����� �� ����
�
������� �� ��� ������� �	 ��� ��������� ��� �������� �	

�
����������� ���� ���
�� ���� atomic propositions� ��� �� �This man

is dead�� ��� ������ �� ��
��
 ������� �
���������� ����� � ��
���� �	

propositional connectives� ��� �� �or�� ��� �������� �� ����� �

�
���� �
��
���� ������� ���� ���� �� 
���� ��� ���
���� ��� �� ����
��

��������� ��� ��
���� �	 ���� 	�
���� ����� �� �� 
����� ����������� ����

�
� �
������� �� ��� ��� �	 ������� �
 ��� ����
 ����
�� ���������

Example 1.1

��� 	�������� 
����� ������� 	
�� ����� ����!�� �� ��� "�
�� #���� $��%

�
����� $&'�� ���
��� ��� ��������� 	�
 �������� �����	� �� � ���� �	

��� (��� ��� �����
 
��( �	 ��� ���� ����
� ������� �� � ������ ���� �	 ���

(���� ��� �)����� �� 	������* ��� (��� �� �
���	�

�� 	
�� ��� �
������ �+��
�

��� �+��
�� ����
�� ��� 
��( �� +�������� ��� ���� ���� 
��( �� �
���	�

��

�� ��� �+��
� ���� ��� (��� ��� ,��� 
������

-� ��� 
���� 	�
 ������� ���� � ��
�����
 
��( ��� ���� ����*

��� 	� ��� (��� ��� ��
���� �����. ��

��� 	� ��� 
��( �� +������� ��� ��
���� ������

/� #������� ���� � ��
�����
 
��( �� �
�������*

��� 	� ��� 
���� 	�
 ������� ���� ���� 
��( ��� ���� ����. ��

��� 	� ���
� �� � ���� ������� ��� (��� ��� ��� 
��( �� +�������. ��

�� 	� ��� �+��
� �� ���� ��� (��� ������� �� ��� �+��
� ���� ��

���� 
���� �� ��� �+��
� ���� �� �� �� ����� �� ����
 ����(

�� ��� �
 ��
� �	 ��� ��������0� ������

��� ��������� ���� ��
�������� �
 �����
�
��� �
����� ������� ��� ���

�
����������� ��������� ���� ��� �	�� �� �)�
��� ����
����� ����
 ����

������� �� �
���������

1
������� �
� ��� ����� �
���� ���
�	�
�� ��� ��� �������� �� ��(� ��
�

�� �
�������� ������ ������ ��� ��� �������� �)�
��� ���������� ���� ��

�� �
�� �
 	����� ���� �� ��� ��� ���� +�������� ��(� ��� ���� ��� ������

��� 
�+����� ��(� ���	� �� � ���
� ���� ������� �� �� �
�� �
 	�����

� ������� ���� ����� � ��������� 	��� ���� �� 
������ �� � ��������� ���

�	 
������� ���� 
���
��� ������������� ���������� �
 �
���������� 	
�� ���

����
 (���� �	 ���������
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Propositional Logic

Exercise 1.1 (Solution on page 405)

����� �� ��� ��		�
��� �� ��������� ���������������

�� ������

�� �����

�� �� ���� ����
�� ! "��	#

$� "��	 %�%�&� %� ��� ����
�� �

�� '� ����� 	��� �� (���

�� )	��

*� ��� )�	�+ ��� �� �	���

,� ��� ���� �������� ��� �� �	���

-�� ����� �������� ��! �� ������! .� ������� �	���% 
��� ������� ��

��� �������	 ��������� / ����! ��� �������! ��  ��.0��� ����! ��  1��.!

�% ������	
 � �.0��� ���� / .�� ���� �� �� �� ��	�1��� �� �����������	

	����� '� �� ��������% ��	�	� 
��� ��� %���������� .��
��� 	����	 �% ���2

	����	 ���������� �%! ���������%���	�! 
��� ��� 
� �� 
���� ��� �����

�� ����	�� ��������� %��������� ��� �� ���� ����	�+ �����

Exercise 1.2 (Solution on page 405)

����� �� ��� ��		�
��� �� 1	�% %�%��������

�� '� ��� 3�� 	�� ����%�! ���� �1������ ���� 	�1� ��� .��	%����

-1������ �� 	�1��� ��� .��	%����

4�������� ��� 3�� 	�� �� ����%�%�

�� '� ��� 3�� 	�� ����%�! ���� �1������ ���� 	�1� ��� .��	%����

4�� 3�� 	�� �� ����%�%�

4�������� �1������ �� 	�1��� ��� .��	%����

�� '� ��� ����	 �� �����! ���� ��� ���� �� ������%�

4�� ����	 �� ��%�

4�������� ��� ���� ���� 
���

$� 4�� ����� ��� ���	��� 
���  ������	� ��� �� .��� 	��� �� ���  ���

�� 	��%� ��1�%�

5��� ��� � �1� 	��%� ��1�%�

4�������� ��� ����� ��� ���	��� 
���  ������	� ��� �� .��� 	����

�� 4�� ����� ��� ���	��� 
���  ������	� ��� �� .��� 	��� �� ���  ���

�� 	��%� ��1�%! �� �� ��� ��� �� 6������� �� 	��%� ��1�%�

7�� �� ��� �
� ��� � �� 	��%� ��1�%�

4�������� ��� ����� ��� ���	��� 
���  ������	� ��� �� .��� 	����
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The Language of Propositional Logic

�� �� �� ��	
���	 �� 
�� ����� � ���� ��� ��
� ����� ��� 
�� �����

�
�� � ����� ������� ������ ��� �����

��
�	�� ����� ��� ��� ���� � �
��� � ��� ������� �� ��� �����

�������� ��
�	�� �� ���
���� ��� 	
��

Exercise 1.3 (Solution on page 406)

����� � ��� �		���� 
�� �
	�� ��������� 

!� "��������� �� 
 ����
��

#		 ����
�� 
�� 	�
���

�������� "��������� �� 
 	�
��

$� "��������� �� 
 ����
��

"��������� �
�� ��
� %#		 ����
�� 
�� 	�
���&

�������� "��������� �� 
 	�
��

'� "��������� �� 
 ����
��

"��������� �
�� ��
� %#		 ����
�� 
�� 	�
���&

�������� 
		 ����
�� 
�� 	�
���

(� "��������� �� 
 ����
��

"��������� �
�� ��
� %#		 ����
�� 
�� 	�
���&

�������� �� 
		 ����
�� 
�� 	�
���

)� "��������� �� 
 ����
��

#�����	� �
�� ��
� %#		 ����
�� 
�� 	�
���&

�������� "��������� �� 
 	�
��

1.2 The Language of Propositional Logic

��� syntax � ��������
	 	��� �� ��� ���
	 �������� � ��� 	
���
��*

��� object language � ���
	 	���� ���� �������� �� ����� �� 
 meta-

language + �
���
	 	
���
�� �� ���� �
�� + �� ����� �� ���
� ����� ���

	
���
�� � ��������
	 	���� ��� ���
	
���
�� ����	� ��		 ��� 	���
	 �,

���� 
�� ��
�����* 
	���� 
� 
� �����
	 	���	- ����� ��� 	���	� �
� �� ����

���
�
��* ����� ���	� �� � �������
	 ��������

��� �������� � ����
. �
� �� ������ �� ��� ���� ����* ��� �
��� sym-

bols � ��� 	
���
�� 
�� ������� �� ��� ����� ����* ��� ��	�� �� ����,

��� formulæ ���� ����� ����	� �� ������- ����� ��������� ��
������� �

���������� ��� ������� �������� � 
 ����	
 ��		 �� ����� 
� ��� ��� �

���� ������- �� ���� �������� ��� �������� � ���� �������� �����
		��
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Propositional Logic

1.2.1 Propositional Variables

�� �����������	
 
���� ��� ��	���� �� 	 �	�����
	� 	����� ����������� �� �����

��
�
� �� ��� ����� �� �	
����� �� ��������� 	����	�� ���� ����� ������������

	�� ��������� �����������	
 �	��	�
�� �����	��

�� 	
����	 �	��	�
�� ���� 	� � � 	�� � 	�� ���� �� ��������� �������

�������� ��� ����������� �� ��� �	��	�
� � �� ��� ��	��	��� ���	���� �� �

�� � � ! " 	�� �
	�� ��
���� ��� ���� �	
�� �� ���� �	�� 	 ������� ���

���	���� ��������� ��� 	�������
� �	
��� �� � �� ����� ������ # �� � � ��	�

�� �� # �� ����������� ��� ����� ���������� �� � �� ��� ���	���� �� �� � 

�� ����������� ��� ����� ���������� �� � �� ��� ���	���� ���� ��� ���	����

��
��$ 	�� ���� 	�� ����� ������ �� ����������� �� �����%��

�� ��� �	��	�
�� �� 	 ����
	� �	� �� �����������	
 
����� Propositional

variables ���� 	� ������ � � � ��������� ������� ������������� �� 	
����	

�� �	� 	����� 	 �����&� �	
�� �� 	 �	��	�
�$ ��� �'	��
� �� ����� �����

(
�� '!#) 	�� ���� ��������� ����� ���������� ���������� �� ��� �	��	�
� �

�� ��� �	
�� #� *���
	�
� �� �	� 
�� 	 �����������	
 �	��	�
� ��������� 	

�����&� ����������� ��� �'	��
� ������� (
�� Dead ��������� ��� ��	������+

���� �	� �� ��	��) ,-�

����� ���� �����	����� ���
� �� ��

 �����	

�

��� ��	������
 ����� 	� �����������	
 �	��	�
�� �	���� ��	� ���� 
������ ��

���	�� ���� ��	�	�
� ��	��������.

�� 	
����	 �	
��� ,���
����� ������� �	
��� ����������� �� �	��	�
��.

�	� �� �������� ����� �	����� ����	����� ���� 	� 	������� ,�. �����	�����

,�. ��
���
��	���� ,�. 	�� �������� ,�.� �� �����������	
 
���� �� �	�

������� ������������ ����� �	����� propositional connectives �����&/

�	

� (���) ,�. (��) ,�. (	��) ,�. (�� � � � ���� � � �) ,�. 	�� (� � � �� 	��

��
� �� � � �) ,�.� 0� ������	
 ����������� �� ��� ����������� �� �����������	



���� �� ����� �� ��� ��

�� ���������

1.2.2 Negation

��� negation �	 �� 	 ��	������ 	 ���������� (��� 	) �� 	 ��	������

����� �� ���� �� 	�� ��
� �� 	 �� �	
��� ���� �� �����	

� �'������� �� 1��
���

�� ��� �� ��� ��

����� �	��+

	 ��� 	� ����� 	��
����� ��� ��������� 	 ���� ����� ��������� ���

����� ��	�
�� �� �		������ ���������� ����� ����

	 	 ���� ��� ��� � �� ��� ���� � �� �����

	 �� �� ��� ��� 
��� ���� 	�

Example 1.3

�� Dead ��	��� ��� ��� ��	������ (���� �	� �� ��	�) ���� �Dead �	�� (��

�� ��� ��� �	�� ��	� ���� �	� �� ��	�) �� �����	
���
� (���� �	� �� ���
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������

�� � �	
�
���
� �� �
 	��� ��� � ��� �� ������ ��� �
���	����� �� � ��

�
 ������ ��� � ��� �� 	��� �� ��	�����	 ���� �� � �	
�
���
� �� ���

�
 	��� ��� � �� 	��� ��� �� �� ���� �� �� ���� �� 	���		�� 
 �� ��

��� �� ��	
�� ��������

Exercise 1.4 (Solution on page 406)

���	�� �� �
��
���� ������� ���
� �����
�� � �� ��	�

�� � ����  �	� 	��
���� �	
��� �� �����

!� � �"�� 
� �� �����	�� �	� �
����

#� �$! % ! � &'�

1.2.3 Disjunction

��� disjunction � � � 
� �
 ������� � ��� �� �	
�
����� �� 
	 ��� ��

� ������ ����� �� 	�� ��� ��� 
��� ��� � �� 	�� 
	 � �� 	�� $
	 ������

�� �
� �	� 	��'� �� ��� � ���� 
�� 
� � ��� � �� 	��� ���� �� ��������

�(�	����� ��  ������ �� 
�� 
� �� �
��
���� �����

� � �� ��

� � �� � �� 
����

� � ������ ��

� � 	����� ��

�� �� �
��( 
� �� ���)����
� �� �� �� �	
�
���
�� � ��� � �	� �������*

����� 	���		�� 
 �� disjuncts �

Example 1.4

�� Dead ����� �
	 �� ������ ����� ��� �� ����� ��� Watch ����� �
	

�� ������ �+� ���� ��� �
������ ��� Dead � Watch ���� � ���	

��� ��� �� ���� 
	 �� ���� ��� �
������ 
	� �,���������� ��� ��� ���

�� ������ ��� �� ���� ��� ���� �
������ ���� �
�� �
 �	������ ��

�
�������� �� �� ��� �� ���� ��� �� ���� ��� �
����� �� ����� ����

Dead �Watch ���� ���� �� 	���

Example 1.5

�� ������ �� 	��� �
	 ������� ��� � ��	�����	 	

- ��� ���� �
� �� ��

-��� ��� ��	���� �
���� 
	 �� �� 	

- �� ,����
� ��� ��	���� �
���� ����
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��������� ��� �	 
������	� �� KingMoved � RookMoved� ��	�	 KingMoved

��� RookMoved ��	 ������������ ������	� ����� 
�� ��	 ����	�	��� ���	

���� ��� ���	�� ��� ���	 ���� ��� ���	��� �	��	����	�� �� ����������

��	�	
��	� ��	 ��� ��� ����	 ���� � ��������� ���� �
 ���� ��	 ���� ���

��	 ���� �� ��	����� ���	 ��	��� �		� ���	��

�	����� ���� �� �� ���	 �
 � �� ��� ���	� �	 ��� ���	 ���� � � �� ����

����� �	 ���	 �	����	�� �
 ���� ����������� � ������ 
��� 	���	� � �� ���	� ��

�� �� ��� ���	� ���� 
��� �� �	
	��	� �� �� ��	 ��	 �
 ��� ������� ������ �

��	�	 �� �� ����	 ������ ��	� �� ���	� �� ��	 ����� �
 � ������������


������

Exercise 1.5 (Solution on page 406)

 �	 ��	 
������ ���!�������� ���	 �� 
��	"

#� $% � &' � $% � ('

&� $( � )' � $* � ('

%� $( � +' � $+ � ,'

-��	 ���� � � � �� ���	 �
 $������ ��� ��� �
' ���� � ��� � ��	 ���	�

�� ������������ ����� ��	�	 ��� �	 �� ���������� ��	 ���� �� ����� ���	�

�� ���� ��������� �	��	� �� ���	 	�	����� �����������	�� ���	�	�� ���� ��

��	� �� ��	 �������� �	��	� ��	 ����	�	�� ������� ��� �� ����� ��	 ��

��� 	���� ��� �� ��� ������� �	������ �� ��� ������	� �� �	 ���	 �� ��	

���	 �� ����� ��	 ���� ���	� ������	������ �� ���	� ��� ��� ��	��.� �	�

��	 ��	 ��	�� / ���� ���� �	 �� ��
��� ������ 0��� �� �	1�����	 ��� ��

�� 
��� ������	� �� � ��2	�	�� ����	����	 
��� ��	 $�������	' ���� ��	�

�� ������������ ����3 �� �� �����	� �� ��� �� ��� ��� ��� ��2	�	�� �����

����������� �� � �� ���	 �
� ��� ��� �
� ��	 �
 � ��� � �� ���	 ��� ��	 ���	�

�� 
��	3 ���� ��� ��������� ��	 �
 � ��� � �� ���	� -��	 ���� ���� ����	����	 ��

��� 
����� � ���� �
 ��	 �	4������ �
 ������������ ����3 ���	�	�� �� ���

�	 	1��	��	� ����� ��	 ����	����	� �
 ������������ ���� $�		 51���	 #�#6

�� ���	 &7'�

Exercise 1.6 (Solution on page 406)

8�� 	��� �
 ��	 
������ ���!������	 ����	�	���� �	���	 ��	��	� ��� �����

��	 ��	��	� ���	��� �� ��	 ��	 �������	 �� 	1�����	 �	��	 �
 ��	 ���!��������

#� 9�	 ���	 �� ��� ���	 �� ��	 �����:����� ����	������3 �� ���� �	��

���� 	���	� 8	�1 �	�� ��� �� ;���� �	�� ����

&� ��	 ���� �� 	���	� �� �� �2�

%� <�� ��� ���	 �	� �� ��2		�
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1.2.4 Conjunction

��� conjunction � � � �� ��� ��	��
���� � 	�� � ���������� �� 	�� ��

�� 	 ��	��
��� ����� �� ���� �� 	�� ���� �� ���� � 	�� � 	�� ����� ���� ��

�����	��� ��������� �� ������� �� ��� �� ��� ��������� �	���

� � ��� ��

� � ��� ��

� ��� ��	
 � ��� �	�� ��

�� ��� ������� �� ��� ����������� � � � ��� ������������ � 	�� � 	�� �����

 ���	��� �������� �� 	� conjuncts �

Example 1.6

�� Dead ��	��� ��� ��� ��	��
��� ����� 
	� �� ��	�� 	�� Watch ��	��� ���

��� ��	��
��� �!� �	��� �	� �������� ���� Dead�Watch �	�� ����� 
	�

�� ��	� ��� 
� �	��� �	� �������� �� �"�� 	������ �#�� ���� �� ���� 
	�

��	� ��� �� �� 
� �	���$�

%��	����� ��	� �� �� �	��� �� � �� ���� �� �	� ���� ��	� ���� 
��� 	��	��

�� �	��� ���	������ �� ��	� ����������� � ��	��� ���� � 	�� �� �	���� ����

�� ���� 	� ��� �	
� ��
��

Exercise 1.7 (Solution on page 407)

&�� ��� ��������� ������������ ���� �� �	���'

(� )* � +, � )* � -,

+� )- � ., � )/ � -,

*� )- � 0, � )0 � 1,

1.2.5 Implication

2� �� ��� ��	��
���� � 	�� � ��� implication � � � ���������� ��

�
����� �� �� 	 ��	��
��� ����� �� ���� �� 	�� ���� �� � �� �	��� �� � �� ����3

��	� �� �� � �� ���� ���� � 
��� 	��� �� ����� �� ����� ����� �� � �� �	��

�� 	�� ���� �� � �� ���� 	�� � �� �	���� ���� �� �����	��� ��������� �� �������

�� ��� �� ��� ��������� �	���

� � ���	��� ��

� � � ���� ��

� � � ��

� � ��	
 � ��
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� � �������� ��

� � �	 
 	�Æ���� �������� ��� ��

� � �	 
 ����		
�� �������� ��� ��

�� ��� ������� �	 ��� 
��
���
�� �� �� � 
� ��	����� �� �� ��� premise ���

� 
� ��	����� �� �� ��� conclusion �

Example 1.7

��� ��� ���
��� SignalDanger ����� 	�� ��� ��������� ���� �
��� �����

�������� ��� �� ��� ���
��� TrainStop ����� 	�� ��� ��������� ���� ���
�

������� ���� SignalDanger � TrainStop ������ 	�� ��� ��������� ��	 ���

�
��� ����� ������ ���� ��� ���
� �������

��� ��� ����� 
� ��
�� ��
� ��������� ��� �� 	��� 
� ���� ��� �
���

����� ������ ��� ��� ��� ���
� ���� ��� ����� ����� ��� ��� ���� ��� ����

���� ��� �
��� ���� ��� ���� ������ ��� ��� ��� ���
� ����������� ������

Exercise 1.8 (Solution on page 407)

����
�� JoelHappy ����� 	�� ���� 
� ������ ��� AmandaHappy ����� 	��

� ����� 
� ������� ���� �	 ��� 	���
�� ���������� ��������� �� �
����

JoelHappy � AmandaHappy �� �� AmandaHappy � JoelHappy� !�����
��

��
�� 
� ���� �����

"� ���� 
� ����� ��������  ����� 
� �������

#� ���� 
� ����� ��� 
	  ����� 
� �������

$� ���� 
� ����� �����  ����� 
� ��� �������

Exercise 1.9 (Solution on page 407)

%� ��� ���� �	 � ����
���� ����� 
� ��� 	���
�� ����
�� �� ������
�

��
����&

������� �	�
 �	��� ����

�� �	� �	�
��� ����

'���� � ������
� ��
�	 ����		
���� �� ���������(
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1.2.6 Equivalence

��� equivalence � � � �� ��� ��	��
���� � 	�� � ���������� �� �� 	��

���� �� �� �� 	 ��	��
��� ����� �� ���� �� 	�� ���� �� ���� � 	�� � 	�� ����

�� ���� � 	�� � 	�� �	���� ��	� �� �� � 	�� � �	�� ��� �	
� ����� �	���� ����

�� �����	��� ��������� �� ������� �� ��� �� ��� ��������� �	���

� � ��� ��� ���	 ��� �


� � �� ��������� �� �


� � �� � ��������	 ��� ��Æ����� ��������� ��� ��

��� ��
��� ��� �����	������ ��� � �� � ��� ��
��� ��� �
������ �����!

��� �� ���� ����������� ���� �� ���� 
��� �� ������ ����� ���� 	 ��� ��

������� �� �� ������� ��	� � � � �� ���� �� 	�� ���� �� � � � 	�� � � �

"��	� �� � � �# 	�� ���� �����

Example 1.9

$�� ��� �	��	��� TrainEnter ��	�� ��� ��� ��	��
��� ���� ��	�� ������ ���

������� 	�� ��� ��� �	��	��� TunnelClear ��	�� ��� ��� ��	��
��� ���� ������

�� ���	��� ���� TrainEnter� TunnelClear ��	��� ��� ��� ��	��
��� ���� ��	��

������ ��� ������ �� 	�� ���� �� ��� ������ �� ���	���

���� ��	��
��� �� �	��� �� ��� ��	�� ������ ��� ������ ����� ��� ������ ��

��� ���	� �� �� ��� ������ �� ���	� ��� ��� ��	�� ���� ��� ������

1.2.7 The Syntax of Propositional Logic

%� �	� ��� ��

	���� ��� 	���� ���������� �� �����������	� ����� �� ���

��������� ���
	� ��&������� ' ��	��
��� ������� �� �����������	� ����� ��

�	���� 	 propositional formula  	�� �� �������

� 	� atomic formula  �����	��� ����������� �� 	 �	��	��� ���� 	� �  �

�� �� ��

� 	 compound formula  �� ����� �	�� �� �� ����� �� ����� ��� 	����

�����������	� ����������� 	� ��

	����� �� (����� )�)�

����� 	�� ��� �����	� 	��
�� �����������	� ���
��* true "������������ ���

����������� ����� �� 	��	�� ����# 	�� false "������������ ��� �����������

����� �� 	��	�� �	���#�

��� 	���� ��&��� ��� ���
	� syntax �� ��� �	���	�� �� �����������	�

���
��*� �� �
��	���� ��	� 	 �����������	� ���
��	 
��� �� ������� ���!

�	����	��� ��������� 	�������� �� (����� )�) �� �� 	��� �������� �� 	� 	 well-

formed formula "wff #�

+��� ��	� �� (����� )�) "	� ���� 	� ���������� ���� ����� ��	����# ���

������� � 	�� � 	�� ��� �����������	� �	��	���� ��� �	���� metavariables

����� ��	�� ��� 	�����	�� �������������
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�� � ��� � ��� ��	�	
���	�� �	����� ���� 
	 ��� ��� �		�����

true �����
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Exercise 1.10 (Solution on page 407)
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1.2.9 Syntax Trees
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Exercise 1.12 (Solution on page 407)
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1.3 Modelling with Propositional Logic
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if CabinPressure < MinPressure then PrepareForLanding;

if FlightHeight < MinHeight then PrepareForLanding;
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Exercise 1.14 (Solution on page 408)
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+,����� ��� -���� .������ ��� "��� ��� �����������

Exercise 1.15 (Solution on page 410)

/������� �� ����� ��� ������� �� ����� �������" �� +,����� ��� ��� �����0

������� ����� ����� �� ��������� ������������ #��������


� RightToCastleLeft 1 RightToCastleRight


2�� ��#� �� ���� � ����� ��� �� ���� � �� ��� 1 �����

� MayCastleLeft 1 MayCastleRight


2�� ��� ������� � ������� ��#� ��� �� ���� � �� ��� 1 �����

� KingMoved
 /�� ���� ��� ��#�"�

� LeftRookMoved 1 RightRookMoved


/�� ��� 1 ���� ���� ��� ��#�"�

� PieceBetweenLeft 1 PieceBetweenRight


/���� �� � ����� ������ �� ���� ��" �� ���� � �� ��� 1 �����

� KingAttack
 /�� ���� �� ��"�� �����
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� LeftSquareAttack � RightSquareAttack�

��� ���	
� �� ��� ��� � 
���� �� ��� ���� �� ����
 	��	���

� KingMoveLeftAttack � KingMoveRightAttack�

��� ���	
� ��� �� ��� ��� � 
���� �� ��� ���� �� ����
 	��	���

��� ������� ����� �	� 	���	
 �	
� 	� �
�� ������ ��� �� �������

��
�
������ ����� ���� 	��
�	���� ����	��

Exercise 1.16 (Solution on page 410)

���� ��� 	�� !��	
 ��"� #�	��	 ��� ������� ������ ��� ��
�� �� ����

�	�� �
��� ����
 �	�� �� 	 ����� �� �	��
� 	�� ���� � ��	��� ��� ������ ��

�	��
 �� ��	� �� ��� �	� ��� ����� ���� ����
 ��� �	�� �� ��� ���� ����

��� ����� ������ �� �	��
 �� ��	� #�	��	 �	�$� ��� ��	�$� �� ����� ���

�� ��
 ��	� �	�� �	� ��� �	�� �� ��� �� ��� ����
�� 	�� ���� ��	���� ��


�� ���
� ��� ��� �� ������ �	�� �	��� %�� �� 	���� �� ��� 	� ��� �	��

�
����� �� 	�� ��� ����� �� �	��
�

&� '�"� 	 �
���������	 ��
��	 ����� � �
����� ��� �	�� ��	� �	�� ���

���� ��� �� ��� ������ �� �	��
 ��� �� ��� ���� ��� ����� �� �	��


���� ����
 ��� �	�� �� ��� (�� ��� ������� �
���������	 "	
�	���

�� �� �����

JonF� )Joel* �� �� ��� $� �	��
�

JonO� )Joel* �� �� !��	
$� �	��
�

FonJ� )Felix* �� �� ���$� �	��
�

FonO� )Felix* �� �� !��	
$� �	��
�

OonJ� )Oskar* �� �� ���$� �	��
�

OonF� )Oskar* �� �� ��� $� �	��
�

+� %������ #�	��	 ���� 	� ���$� �	��
 	�� ���� )Oskar* �
����� �� ���

(�� ��� ��
��	 	��"� �� ������ ��	� �	�� �� �
����� �� ��� ����


��� ������ �� �	��
�

1.4 Ambiguities of Natural Languages

,������ ����
 ���������	� ������	��� ��
�� ��� ��	������� �� ��� #���

���� ����� �� - �
���� &�&. 	
� �
����� 	�� ��	��������� ���
� 	
�� ���/

�"�
� �	�� ������ 	����� �� ����	 	
������� 	
����� �
�� ��� 	����������

�� 	 �	��
	 	���	�� ���� 	� -������ 0� ��� ������� � 	���� �� �������


�	
����	
 ��Æ������ ����� ��������� �����	�� ����� ��� �
����	����
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Example 1.16

�������� 	
� ��� ��� ������ �� ��� �
	� ��
� �� ��� �
���� 	
� ������ ����

������ �� ��	� ����
�	��� 
� ��	��
������ ��
����
��� �
���� �� ��� ������

��
� ����� ��� ������� �
���� �������� ��	� 
� ��� ����������

“Everyone who sits quietly for the next hour

will get an ice cream when we stop for petrol.”

��
� ��
	��� ���� ���� ��
������ �
��  �� ���� ������
����� ���� �� ��!

����� ��
� ��� �
���� ��
�� �� �
�� "�� ����� ���� ��
���� ��
� �� �
���

�� ������� ��
��

“Anyone who misbehaves will not get ice cream.”

#������ ���� ���� ��� ������ ���� ��� ��
������� ��� 	������� ��� ��� �	�

	��
� ���� ��	���� ����� ��� ��� $������� ��� �
� ���� ��	���� ��� ����� ����


� ����� �� �
	�� �� ����� ��
� ��� ���
��� �������� �� ����������� ���� 
����

�
��� �� ������ ��� ���� �� ���� ���� �� ��� 	������� ��� ��� �������� �	�

	��
�� �� �� �� 
��
�� ��� �������� ��������� ��
� 
�� �� ��� 	������� ���� ���

�	� 	��
�� ���
������ �� ����� ���
���� %������ ��
���&�

#�� 
�� �� �
���� ��� ��
������ �
� �� �
�����
�� �
���
�� �� ���

������� 
� ���� 
� �� ������ 
 ������ ��� ��� 	������� �� ��� ����	
� ���� #�

�
� ����� ���������
��� 
���� ������� �� ��� 	������� �� ������������ ���

��
������ 
� �
���� ��������� ���� ��
� �� 
	��
��� ����� �
���� ��
� 
��

������
��� 	������� ���� ��� ��� �	� 	��
�� ���� �� ��� ��� ��� ���

������
��� 	������� ��� �	� 	��
�� ����� ��
� �
� $������ �� 
���	��
���� ��

����� ���
�� ����� �� ������ ����� 
� ��� ���
������ �� �� 
��� ��� ���� 	����

��� 
���� ���� ����� �
����'� ����
�
���� ��
� �� ��� ��� 
	��
��� �
� ��
�

��� ������ 	������� ����� ���� ���� ������� 
 ����� �� ����� ��� ������

(������� �� �
�� ���� ���
���� ����� ��� ���� ��� ��� ����� 
� ��� 	�������

���� $��	��� ��	��� ���� ������������ �� 
�� ��
������� ��
� ����� �
����

�
����

Example 1.17

)������ 
 ���� 
� 
 ����
��
�� ��
��� ��� ����������

“You may have coffee or tea with your meal.”

*��� 	��
��� ��������� 
 ���+��	���� �� ��� 
����	 �������������

“You may have coffee with your meal

or you may have tea with your meal.”

#������ ���� �� ��
��� �� ����� ���
��� ��� ��������� �� ��
� �� ��� 
�� ���

	�,��� ���� ��� ���� �� ����� 	�,��� -�� 	������� ��� ��������� �	��
�����
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�� ������� 	
� ����� ���� �� ������ �� 	
� ��� ��� ����	� ��� ���� 	��

�� ��������� 	
�	 ���� �� 	
� ��� ����� �� 	
�� ����� ���	����� ��	

���������� ������� 	
�	 ��� �� �	��� 
��� 	���

�� ������� 	
� ���	�����	 ������	 
��� � ����� ����� ��� ����� ��	�����

������ ����� �	 ���� �� 	
� ��� ����� �� 	
�� ����� �	��� �� ���	�����

��	 ���������� ������� 	
�	 �	 ������ 	���

 
� ���� ��	��	��� �! 	
� �������	��� �� 	
� ��� �� ���	
��� ��� ����

	� ���"���	��� ��	
�� 	
�� ���"���	���� �� !�������

“You may have coffee with your meal

and you may have tea with your meal.”

#������� 	
�� �� �	��� ��	 	��� ��	
��� �� �	 �� �������� 	
�	 	
� ���	�����	

��	���� 	� ����� ��� 	� ����� ��	
 ��������� ��	
 ���� ����  
� !��������

�������	��� ��
	 �� � ��� ������	� ��	�����	�	��� �! 	
� ��	����� ��	���

�� 	
� ����

“You may have coffee with your meal

and you may have tea with your meal,

but not both.”

$�� ��� ��	��%�� ��	
 	
���  
��� �� �� !��	 �	��� ���	
��� ��������� �����

��	
 	
�� �������	����  � ��� 	
�� �������� ��	 �� ��	������ 	
� !�������� 	��

�	��� �������	�����

� & You may have coffee with your meal�

� & You may have tea with your meal�

 
�� 	
� ����� �������	��� ��

'� � �( � �'� ��(�

#������� 	
�� �������	��� �� �! 	
� !�� ����� ��� ��������� 	
� !��	 ��	��

�!	�� )*���� ��+ 	
�	 �� �������	��� � '���
 �� � ��( ��� �� 	��� �	 	
�

��� 	�� �� �	� ����	��� ��� 	
�� ���� 	
�	 	
� ��� �� ������ �� ��	���

�
�	������,

 
� ������ 
��� �� ��� �! modality �  
�	 �� may 
��� � ������ ���

	
�	 �� ������ do 
��� � ������ ��� �������	 �������	����� ��� �� ���� 	�

�� ����!�� 
�� �� 	���	 ���
 �����	����

 � ������	�� !�����	� 	
� ��	���� �� ��
	 ��	������ 	
� !�������� 	��

�	��� �������	�����

� & You have coffee with your meal�

� & You have tea with your meal�

 
�� 	
� ��	��� �	�	�� �� 	
� ��� ����� �	�����	� 	
�	 ���� ��� ����

���� �! 	
��� �	��� �������	���� ��� 	����  
�� ��� �� �������� �� ���

'�-�������	( ����� ���
 ��
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�� � � � � ��� � � �

“You have coffee with your meal

or you have tea with your meal,

but not both.”

��

�� � �� � � ��� � � �

“You have coffee but not tea with your meal

or you have tea but not coffee with your meal.”

��� ��	
 	
 
�	�� ��� �� �� �� �� 
����� �����
 � ����	����� �	�� ��	��


�	��� ��� ��� ��� �� ��� 
���� ��
��� ���� �� �	�� �� �����

�� �� ��
 �����
� �� �	�� 
���� ��
 �� ���	�� �� ���	�� �	����

�� ���	�� �� �� ��� ���
 	
 ���� 
�	�����	�� �� ������	��

��� � � �

“You do not have both coffee and tea with your meal.”

��  �	�������

�� � ��

“You do not have coffee with your meal

or you do not have tea with your meal.”

!��� ��	
 
	��� "���	
� �����
	�	�� ��
 
������ � ������� �� �����	#

���	��
� ��	
 	
 �� ����
� ������ 	� ��������	�� �� �
	�� �� 
�
��
$

��� ��� �� ���	�� 
��� �
	��
 �������

Example 1.18

%� � 	
 ���
 ��� �� �&�	�	�� � � � 	
 ��� ���������� �	 
�� 
��
� �	 ��

��	
 ��
����	�� �	�
 �	
 ��� 
� ���� �� � ������ �� ���	��	��$ ��� ��

�� �� �	
����
����	�� ��� �����
	��� !�� '����$ �

��	�� ���� (����


	
 �� ���	���� ��� ��� 	
 ��� �� )	�� �� *��	�$ �� ������	�� �����
	�	��

	
 ���
+

“If Carlos is a man, then Carlos is the King of Spain.”

,����$ �� ������	�� 
������ 	
 ���+

“If Carlos is a woman, then Carlos is the King of Spain.”

-� ��� � �	
������ �� �� ���
	�� �� �� ������
	��� �� ���� ��� ����

�� ���� 
������ ��� � ���
 	
 	� �� ���	
 	
 ��� ��	�
� �� ������#


	�� 	
 ���
� %� 	
 ������������ � ������ �	
������	�� ���� �� ����

	���	���	�� 	
 ���
$ �
 �� 	���	���	�� 
����� � �
 ������
+

38



Ambiguities of Natural Languages

“If Carlos is a woman, then Carlos is the Queen of Spain.”

���� �������	� �� �
�� �� ��� ��
 �
������ ��� ���� 
����	 ���� ��� �
������

�	� �� �
��� ��� �
����� �� ��� ���������	 �� �����

������ ���� �� � �����	 ��	�����	� �� �� �� �	��
����� �	� �
���
�

������ �	 ����
� �	���	��� �� 	���
� �	������ ��
 ������� ��� �������	�

“If I told you once, I told you a hundred times!”

�� ���	� �� ��	��� ���� ��� ���� ���	 ��� �������	� � ��	�
�� �����

�������	� ���� ������ ���	 ��� �	���� ���� �������	�� �� ���
��� �� �������

���� ��� �� �	 �	��	��� ��� �� ����
��� � �� �� ����� �	� �� ���� ���

���� ���	 ��� �������	� �� ��	� ������

!� �	����
 ������� ��� �������	�

“If he ever pays me back, then I’ll be a monkey’s uncle!”

���
����� ��� ����� ������ ������� ���� ��	�� �	� �� ���
 �� 
���
	���

�� ��	����	� �	 ��������"���� ��	�����	 �
�� ��� �
����� ����� �� ���	�

��	���� !� # ��	 	���
 �� � ��	 ���� �	��� ��� �	� ��� ���� ���� �������	�

��	 �� �
�� �� �� �� 	���
 ���� �� ��� �

Example 1.19

$������ ���
 ������
 ���� ��� �����	� �� ����

“If you understand implication, then you will pass the exam.”

���
� �
� ���
 ���	�
��� �� ��	����
�

%� $������ ��� �	��
���	� ���������	� �	� ��� ���� ��� ����� &��
�

��� ���� ��	����
 ��� ����� �������	� �� �� �
���

'� $������ ��� ����� �	��
���	� ���������	� �	� ��� ���	 ��� �����

!���	 ��� ���� ��	����
 ��� ����� �������	� �� �� �
��� �	� ���

����� ���	 ���	 ���
 ������
 �� �� � ���� ����� (�����
� ���� �������

���� )��� �� �� ���� ���� ��� �	���� ��	�� �	��
���	� ���������	�

��� 
����	 ��� ����� ��� ���� �� 	�� �	������
��� ������� ��� ��	��

�	��
���	� ���������	� �� �	��
���	� ���� ���	�� ��	����
 ��� 	���

���	�
���

*� $������ ��� ����� �	��
���	� ���������	� ��� 	�	������� ��� 
���

��� ����� ������� ��� �	��
���	� �	���� �� ��� 
��� �� ��� ����
���

���� ���� ��� ��	�
����� ���
 ������
�� ����+ �� �� ��� �
���

,� $������� -	��� ���� ��� �	��
���	� ���������	� ��� ��� ���	 ���

���� 	�	�������� #	 ���� ���� ��� ��� ��� �	�
� ����
�� ���


������
� ��	�� �� ��� �������� ��	� �� ���� �.� ���
��� ���
 ������


���� ���	���	 ���� �� �� �� ��� �
� ��	�� �	 �����	� ���� ���

�	��
���	� ���������	��
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�� �������	 
�� ���� �� ��� 
�� 
�������� �
�
����
 
� �� ����� �� �� 
��

������� �� 
��� �����	 ��� ������
��� �������
���� ���� 
�� ���������� ��

����� ���� ���� 
�� ������

Exercise 1.19 (Solution on page 411)

�������� 
�� �������� ���� �������� � ��
� ������	 � ����� ������	 � ��
�

������	 ��� � ����� �������

� �� � �� ���� ��� �� 
���� ���� �������� � ��� �����	 ��� ������ ����

��
��� ��� 
�� ���� ������ �� 
�� ���� ����� ��� ��
�� �� 
�� ��� � �� �

�� ����	 ��� �
������ � ��� 
����	 �
� �� � �����
 
�� ����� ������	 ��


���� 
��� ������
 
� ��� ����
 ��
��� � �����
 �� ��!��
 
�� �
��� 
����

�������"

Exercise 1.20 (Solution on page 411)

�� 
��� � ������� ��� 
������ � ����	 ��
�� ���� ��� # �"

1.5 Truth Tables

$� 
������� ��������� ����
 
�� ������� ������
� ��	 � ��� ���������� ��%

����
��� 
���� ��
����� ��������� &�� ��	 � �
��� ���� 
� ������� 
����

�������� ���������' 
��
 ��	 � ���� 
� ���� 
�� ������� �� 
�� ���%

���
� ��� �� ����� 
���	 
�� �����	��� �� �������
����� ����� �� ��������	

���������� ��� ������������� ��#����

(�� �� �� ���� � ��� �� 
��� ��������� �� �� �������
�� ���
��� ��
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��
�  ����� ���� � �������� ������� 
���� ��� ���� �� 
�� ��������

�������
���� �� 
��
�  ����� �� �
� ����
�
���
 �������
����� ) 
���� ����

���
���� 
��� ���
��� �� ������ � truth table�

*�� �������	 negation �� ��� �� ��#��� �� ���������� �
� 
��
�  ����

��� ���� �� 
�� 
� �������� 
��
�  ����� �� �� �� 
�� 
��
�  ���� �� � �� 
���	


��� 
�� 
��
�  ���� �� �� ��� �� �����' ��� �� 
�� 
��
�  ���� �� � �� �����	


��� 
�� 
��
�  ���� �� �� ��� �� 
���� *�� ���� �� ������
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���	 � �����

����� � 
�� ������� T ��� 
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Truth Tables

��� ��������	 
��� ��������� ��� ��������� ������ �� ��� 
�������	 �����

������� ���� ��� ���� 
��� ���� �����������	 �� ��� 
��� ������� �������

����� �
 ����� ������ 
�� ��� ��� ������������ � ��� � ����	 ������� ����	

��� ����������

�

�

	




� � � � �

F F F

F T T

T F T

T T T

�

�

	




� � � � �

F F F

F T F

T F F

T T T

�

�

	




� � �� �

F F T

F T T

T F F

T T T

�

�

	




� � �� �

F F T

F T F

T F F

T T T

����� ������ �� ���� �� ���� �� ���������� 
�� ���� ��������� 
���

����� ��� �� �� ��� 
�������	 ��������

Example 1.20

�������� ��� ��������� 
��� ������� ��� ���� �� � ������ 
�����!

“Everyone who sits quietly for the next hour

will get an ice cream when we stop for petrol.”

"�� �� ����� ��� 
�������	 ����� �������������

Quiet # You sit quietly�

Ice # You get an ice cream�

$�� ���� �� � ���
���� ��	��� ����� ��� ����� ��������� ���������� ��

Quiet� Ice % �
 ��� ������ &���� ���� ��� ���� 	�� �� �� ���� % ���� ���

��� 
�������	 ����� �����!�

�

	




Quiet Ice Quiet� Ice

F F T

F T T

T F F

T T T

��� ���� ������� �� ���� ��� ����� ��������� �� �� ��������� 
���� ��

�
 Quiet �� ���� ��� Ice �� 
���� % ���� ��� �
 ��� �� ��� 	�� �� �� ����
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Propositional Logic

������� ����	 
����� �� ��� �������� ��� ����� �� �������� �� ����	 ��	��

��� ���� ����� ��� ����	 �� ���� �������� ���� ������ ����	 �����������

����� ����� ����� ��� ���������

�� �� �������	 �� �� ��	�� ��� ���� ����� ������	� ���� 	�� ��� ������

�������� ���� �� �� ������������ �� ��� ����� �� �� ����� ���������� ��

�� ����� ���� �� ������ ��� �� �� ���� ������ �� ��������� �� ���� ���� ��

�� �������� ��� � ����� ���� 	��� �� ��� ������ �� �� � ������ ������� ��

��������� � � � �� � � � ���� ��� �� ���������� ���� �� ����� ���������

��� ��� ���� 	�� �� ��� ����� ��� ��� ���� ��� ��� ��� 
���� � ��� �� �������

��� � � � ������� ��� � � � ���� ��� �� ���������� ���� �� �����

��������� ��� ��� ���� ��� 	�� �� ��� ����� �� ��� ��� ��� 
���� �

!� ����� ��������� �� 	����	 ��� � 	�������� ��� ��� ���� 	�� �� ���

����� �� ��� ��� 
���� " ��� �������� ��� ���� �� 
����� �� ��� ��� ���


����� ��� ���� �� �� 	�������� ��� ��� ���� 	�� �� ��� ������ ��� ����

�� �� 	�������� ��� ��� ���#�$

Exercise 1.21 (Solution on page 411)

%����� �� ��������� ���� &'����� (�() ���� �� � ������� ������*

“If you understand implication, then you will pass the exam.”

!�������� ��� ��������� ���� � ������������� �������� ��� ��� ��� ���� �����

�� ������� ��� �� �� ���� �� ������

Example 1.21

+������� ����� �� 	� �� � ����� ����	�� ��� ����� �� ���� �� 	� ���

����� ,�� �� ,����� �������� �� �� �� ��������� �����	 ��� ,�� ��� ,�����

�� �����#� ���� �� 	� �� �� ����� �� ��� ���� ��� �� �����

-�� �� ����� �� ��������	 ������ �������������

Cat . Catherine goes to the party�

Jim . Jim goes to the party�

Jules . Jules goes to the party�

+�������#� ����������� ��� ��� �� ���������� �� ��������

Cat � ��Jim � Jules �

!�� ����������� ������ ��� +������� 	��� �� �� ����� ���� �	 ,�� ���

,���� ���#� ��� 	� �� �� ������ /� ��� ��������� ��� ��� �����������

�� ���� �� ����� �� �������	 �� � ���� ����� ����� �� ��� �������� ������ ��

�� ������ ������������ Cat� Jim ��� Jules� ��� �� ������ �� �� �����������

������������ ��� ��0� �� �� �������� ������������ !� ��������	 ����

����� �� �� ��������
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��Jim � Jules�

Cat Jim Jules Jim � Jules Cat� ��Jim � Jules�

F F F F T T

F F T F T T

F T F F T T

F T T T F T

T F F F T T

T F T F T T

T T F F T T

T T T T F F

��� ���	 	���� 
����� ���	���	�
���� ���	 �	 	�� ����	 ���	��
	 
�������

	���� �� 	�	� ����� ��� 	�� 	���� �������	���� Cat� Jim ��� Jules� 	�� ���	


���� ������� 	�� ���� ���� 	�� 	�	� 	���� ��� � 	� 	�� 
����� ��� Jim

��� Jules� 	�� ���	 
���� ������� 	�� ���� ��� � 	� 	�� 
���� ��	 
���

�	�
	��� ��� 	�� ���� 
���� ������� 	�� ���� ��� � 	� 	�� 
����� ���

Cat ��� ��Jim � Jules�� ���� 	���  � 
�� ���
���� 	��	 	�� �������	��� ��

	�� �� ��� 
���� ������  ��� ��� 	���� �	���
 �������	���� ��� 	��� 	��	 ���

�	 �� ���	� ��� ��� ���� ��� ��� 	���� ���	�
����	� �� 	��� ���� 	������� �� 	� 	��

���	��

!� � ����	 �� ��	����	�  � 
�� ���� 	�	� 	����� �� � ���� 
��
���  ��

 ��
� ��	����  ��	��� 	�� �������	��� �� ��	����	 ����� 	�� 	�� �� �� 	��

	�	� 	����� ��� ������ �� 
����� ������ �� 	�� �������	����� ���������

��� 
����
	�����  ��"��� ���� 	�� #������ �	�$ ��� 	�	� 	���� ��� 	��

����� �������  ��� 	��� �� �������� �� ����� �%�

�

	




Cat Jim Jules Cat � � �Jim � Jules�

F F F F T T F F F

F F T F T T F F T

F T F F T T T F F

F T T F T F T T T

T F F T T T F F F

T F T T T T F F T

T T F T T T T F F

T T T T F F T T T

��� ��� ��� ��� (4) ��� ��� ��� ���

��� ��		�� �� �� ������ �� ��
���� �� 	��� ������� 	� ����
�	� �	  ��	

�	��� ��
� 
����  �� ����� ��%

�&� ��� 	���� ���	��� 
����� ��� ����� ��� ��������	��� ��� ' �������� 
���

����	���� �� 	�	� ����� ��� 	�� �	���
 �������	���� Cat� Jim ��� Jules�

�(� ��� 
����� ��� 	�� �������	����� ��������� ��� 	��� ����� �� �����

	�� ���	 �	����
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Propositional Logic

��� ����� �	
� �	� ����� �� Jim � Jules 
� ����� 
� ������ �	� � ������

���
�� �	� ����� ������

��� �	�� �	� ����� �� ��Jim � Jules� 
� ����� 
� ������ �	� � ������

���
�� �	� �	
�� ������

��� �
����� �	� ����� �� Cat � ��Jim � Jules� 
� ����� 
� ������ �	� �

������ ���
�� �	� ����	 ������

���	 ����� 
� ������� �� ������
�� � ������ �	
�	 	� � ���� �������


� ����
�� �������

Exercise 1.22 (Solution on page 412)

!� ���� ��� �
�� �	��� �� 
� � ����	 ����� 
� � 
�� ��� ����
�
���

 ��
����� � " �" � ��� �# $	�� 
� �	��� ��� � � ����
�
���  ��
�����#

$	�� 
� �	��� ��� � ����
�
���  ��
�����#

Exercise 1.23 (Solution on page 412)

%������� ����	 ������ �� �	� ����
�� ����
�
���

&� ��� � ����

�� �� ��� � ��� � ����

�� �� ��� � ��� � ���

Exercise 1.24 (Solution on page 413)

�	� '�(����
 � �) �����
� �� � 	�� �	� ����
�� ����	 �����*�

�

	




� � �� �

F F F

F T T

T F T

T T F

�	�� 
�" �� � 
� ���� 
�" ��� ��� 
�" �� � � ��� � 
� ���� ��� �	� �	�� 
�

������

%���� �	�� �	� ������ �� �� � 
� �(����� &�&+ ����� �,� �� �(-

�����
�� �� � 
� ����
�
��� ��
� �
 �� �	� ���� ����	 ������
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Equivalences and Valid Arguments

1.6 Equivalences and Valid Arguments

�� ���� ���� ���� � 	
��� ����
�
� ��� �� ��������� �� � ������ 
�

����
�
��� �	
� 
� �
������ ��� ���
������ ����� �� � ������� ��������

��� ������

Cat� ��Jim � Jules� ��� Cat ���� ��� 	��� �� Jim 
�� Jules�

��� �������  �! 
� ���
������ � ��� ������

��Cat � Jim � Jules� �Cat� Jim 
�� Jules �
���� 
�� 	� �����

�� ���� ��

�Cat � �Jim � �Jules� ���� �� Cat� Jim �� Jules �� �
����

" ���
�� ���� �� ������ �����# � ��� � ��� ���
������� �� ����

�������� ����� ������ �� � ��� � ��� ������ ���� ���� ���� ��� ����

����� ������ ����� ��� 
����������
�� � ���
� �������
�� ���
� ����
�
���

��������
���� �� ���� ��
�� ��� ����� ����� �� ��� ������ � � � ���

������ ���� 
� 
� ���� ����� ��� 
����������
��� $� �� ��� �� ����
�
��

� ��� � ��� ��
� � �� logically equivalent �

� ����
�
� ��
�� 
� ���� ��	������� � ��� ����� ������ � 
�� ���
�

����
�
�� 
� ������ � tautology � ��� ��� ����
�
� 
� ��
� � �� valid � �

contradiction � ��� ���� ���� 
� � ����
�
� ��
�� 
� ����� ��	������� �

��� ����� ������ � 
�� ���
� ����
�
��� ��� 
� ��
� � �� unsatisfiable�

� ����
�
� ��
�� 
� ���� ����� ���� 
����������
� � 
�� ���
� ���%

�
�
�� & ���� 
�� �� ���� 
� ��� � ������
��
� & 
� ��
� � �� satisfiable�

Example 1.24

��� ������ � ��� ��� � ��� 
� � �����	�� ��
�� ��� � ��� ��� �� ��


� � ������
��
�� "���� ����� ���� ���� ������� 
� '���
�  �!� ��� ���

�� ���
(�� ������� �� ��������
�	 ��� ����� ������ �� ����� �����#��

�

�

�
� �� � � ��

F T T

T F T

�

�

�

�
� �� � � ��

F T F

T F F

���� ����� 
� ��� ����� �� � � �� 
� ����� ��(��
�	 ���� � � �� 
� �

�����	�� ��
�� ���� ����� 
� ��� ����� �� ���� 
� ������ ��(��
�	 ����

� � �� 
� � ������
��
��

)�� ���� 
� �� ��*� � + � ��� ���� ��� ������
��
�

� � �� + �� � �� � ��� � ��
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Propositional Logic

�� ��������� 	
� ������ �
��
 �������� �� ������ ���� ����� ����

Exercise 1.25 (Solution on page 413)

����	���	 	��	
 	����� ��� ���
 �� 	
� ��������� ������ 	� ��	����� �
��


��� 	��	������� ��� �
��
 ��� ���	�����	�����

�� � � ��� � ���

�� �� � �� � ��� � ���

�� ��� ���� ���

 � ��� ��� ��

!� �� �� � ���

"��	������� ��� ����	��	 �� �����	������ 	
� #�����	� �� ������	�� ���$

�����% ��� ������% ��� &��	 ������	 ��� '��	��� ��� ����� �(�)

�� Either this man is dead or my watch has stopped.

�� My watch is still ticking.

Therefore

�� This man is dead.

"
�� ������	 �� #���� �� 	
� ���*���	��� �� 	
� 	�� ������� ������ 	
�

����������% 	
�	 ��% �� 	
� ��������� ������	��� �� #����)

�Dead �Watch� � �Watch � Dead

+����% 	
�� ���� 	
�	 	
� �������	��� �� � 	��	�����% 	
�	 �	 �� 	��� ������$

���� �� 	
� 	��	
 #����� �� �	� �	��� �������	����� ,� ��� ������ ���&�

	
�� �� ����	���	��� � 	��	
 	���� ��� 	
�� �������	���)�

�

	




Dead Watch � Dead � Watch � � � Watch � Dead

F F F F F F T F T F

F T F T T F F T T F

T F T T F T T F T T

T T T T T F F T T T

-� ���	���	% �������� 	
� ������	 ������	�� �� �������� ��. ����� �/�)

�� If my dog barks, then my dog doesn’t bite.

�� My dog doesn’t bark.

Therefore

�� My dog bites.
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Algebraic Laws for Logical Equivalences

��� �����	
���
�� �
	�� �� ��		��
�� ����� ���	��

�

	




Barks Bites � Barks � � Bites � � � Barks � Bites

F F F T T F T T F F F

F T F T F T T T F T T

T F T T T F F F T T F

T T T F F T F F T T T

�� ���� ��� �� ��
� ����� ���	 ����� ���� �� ������
�
�� � ��� ��� ��

������� 
� ������� � 
� ��� ��	
�� �� ������ � �����
� 
� ��
�� ��

������
�
�� ��� � ��	�� � ��� ���� �
��� ����� ��� �
�� ���
��� ����

���
��� ��� ��� �� ����	��
���  ��� � ��� ����
�� � counterexample

�� �� ��	
�
�� �� �� ��������

Exercise 1.26 (Solution on page 414)

�� !"���	 #�#$ � ������� � �
� �� ������� ������� 
� ������
%

�
���	 	��
� ���

� & �Pressure� Land� � �Height� Land��

' �	�� ����
��� ��� ���
�
���
��� �� ��
� ������� ������� ��

� & Pressure � Height � Land(

� & Pressure � Height � Land�

)� ������ �� ���
�
���
�� 
� ��	� ������ 
� �� ��������
�� �� �� ���
%

�
�� ������� ��� 
� *�
��	�� �� �� ��
�
��	 ��� !"�	�
� ��
�� �� ��

��� ���
�
���
��� 
� ������ ��� ��
�� 
� ����

1.7 Algebraic Laws for Logical Equivalences�

+�
�� ����� ���	� �� ���� ������
� ����� ������
�
���� ���
���		� ����

��� ������
�
��� �� *�
��	��� ��� *�
��	� ���� ��
���� ,����� �
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Exercise 1.27 (Solution on page 415)

���
 �
��������� �� ��
 ��������	 
 �����
��
��

!� � � ��� � �� � � � ��

"� ���� �� � � � ���

#� �� �� � �� � ��� �� � ��� ���

$� �� �� � �� � ��� �� � ��� ���

%� �� � ��� � � ��� �� � �� � ���

&� �� � ��� � � ��� �� � �� � ���

1.8 Additional Exercises
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“Every card with a circle on one side

always has stripes on the other side.”
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 ��� ��� ������

�� ��� ��	
�	�� ��
� ��� ����

��� 3�0�� �� ���
1 �
 ��� ����
 ������

��� ���  1�	�
�	
 ���
1� ��	�

��� ��� ����
 ����� �� ������	���! �� ��� ����� �� ��� ����! ������

��� ��� )�� 4��� ���1�� ��
� �
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Additional Exercises
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Chapter 2

Sets

� ������ �� 	�
� �� ���� ���� ����� ���� �� �� � �������

� ������� �	�
�

����������	� ����� 	����� �� �� ��	��� 	���� ��� ����� �� ��������� ���

�	��� ���� �	��� ��	� �� 	���	�� ����� �������� �� 	��� ���� �� ���������

��� ��������� �� ������� ������ �������� 	�� �� ���	���� ���� �����������

�� ������ ���� �	�� ������ �� ��� 	��	��� ��  ������ !������� �� ���"�

���� ���� 	��������� ��	� ������ ������	����� ��� 	��� �	�	 ���������� ��	�

������� 	�� ����� ���

#���� 	�� �	�� ����� �� $������ ��� ���������� 	 ���������� �� ������

%�����	��� 	���	��& ���� 	�' 	 ���� %�� ������&� 	 ������ %�� (��&� 	 ������

%�� �����&� 	 ���� %�� 	�����&� 	 ��� %�� �������&� 	 ����� %�� ���������&� �� 	

���� %�� �	��&� #�� ���	 �� ���	����� 	 ���������� �� ������ 	� 	 ������ ������

�� ����	����	� �� �	����	���� 	� ���� 	� �� ������	� 	��	���� ��������

�	����	���� ���	��� ��������� ������ �� ����� 	 ������ ���������� ����' ����

2.1 Set Notation

) set �� 	 ���������� �� ��*���� ����� ����	��� ��	�� 	 ������� #�� ��*����

��������� �� ��� ���������� 	�� ��������	��� �������� �� 	� ��� elements � ��

members � #�� ������ �� ��*���� �� 	 ��� � �� �������� �� 	� ��� cardinality �

	�� �� ������� ���� �� ����� 	�� ��� ��� �	�� �������� �� ��� ���� ���� �� ��

���� ����	��� ��������� �� ������� ��� �������� �� 	 ����	���	�	��� ����

������� ����� ��	���� 	� �� ��� ��������� ���� �
	���� �� ����'

� � false� true �+

� � ,� -� ./ �+

� � ���� ����� ������ �+

� � 0���� 1���
� 2��	�� )�	��	��

� �)����������� 3	�����  	���4� 5	������ 6������ !�	���	 �+
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Sets

��� ����� ��	� �

 ���	�� � ���

 ������ �� �
����	� � 	��� ������
	�� ���

�� �� �� � ��� �� ������	��
� � ��� �� ���� ��� ���
� ��		�� ��	� ������ ��	�

���� �����	 �� ���
� ��		�� ��	 � �
�	
� ��� ��	�� ������

� ��������

���� �� �������� !� � �"� �� � 	�� ��

���� 	���� � ���
��#

� � $� �� %� � � � � && � ���� ��� 	
 �� 	 �	������ �������� ���	� ����'

� ��� �� �� � � � � � � ���� ��� 	
 �� ������� 	
 ��� ���������'

� � �� �� %� (� $$� $�� $(� � � � � ���� ������� ��� 	
 ����� ���������

������ �� ���

 ����
� ��� 	�� ��	�	��� 	 � ������

� ����)��	�� *��

� ���
�� ��� ���+���	 ��� ��� 	��	 	�� +��
 ��	 ����� ����	�� 	�� ��	

�� ���� �������, -���� �� �+�	� ������ �� �
����	�� 	 ���
� ��

������
� 	� 
�	 	��� �

 ���� ���
� ������� �� �� ���
� ���� 	� �	��

���������� .�	 ������� 	�� �� 	 �
����	 �� ���� � ��� � 	�� ��)�����

��	�� $( � �$� /������ 	 ���	 ���� � ������' ������� 	�� �� 	 �
����	 �

	�� ��)����� � 0������ 1�� 2

�� ���� ��� �����	�� ��	� ��� 	����

� ������� ��	 �� � �
�	
� 
�	3

�� 	�� �
����	� ��	���� ���
� ������� ��	 ��	��� �� �������� 	�� ������	�

	��	 	�� �
����	� ������ 4� ������
� �� ���

 ������� ��	� ���� 	�� ��

����

set-builder notation #

�� # � ��� ������	� � ��

���	 �� 	�� ��	 �����	� �� � ��	
� 	���� ��5��	� � ���� ��	��� 	�� ����3

��	� � � 6� ���� �� ������� ��� � ���� ��������	� �����
� 	��� ��

Example 2.1

��� ��

���� ��� �

 � ���
�� �� ��	�#

$� ��� ��

��	�� �� �

 ������� �� 	�� 0���� /�����
�#

� � # � � � ����� �� 	�� 0���� /�����
� ��

�� ��� ��

��	�� �� �

 ����
� ��� ���� �
���� 1���	 7�
���#

� 	 # 	 ��� �
���� 1���	 7�
��� ��

�� ��� ��

��	�� �� �

 ���� �������#

�
 # 
 � � ���� ������ ��

�� ��� ��

��	�� �� �

 ��	� �� ����
� ��� ���� � ������ �������	���#

�� # � � � ��	 �� ����
� ��� ����� � ������ �������	��� ��
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Membership, Equality and Inclusion

��� ���� ��� �� �	���
 �	� ��� ����� ��	 �� ���������� ������ �� �������	�

�� � �� �� ��� ����� ��	�	����� ��� ����	� ��� � �� ��� �� �� �	�� � ���

	� ������ ��� ����� ��� ��� �	�	����� �	� �����
 �	� �� ����� 	��

�� ���������� ������� ��� ����� �� ��� ������ ��� ��� ��������� �����

��� ���� ������ �� ������� ���� �	� ���	���� ���������� ���� ����

�� ��� �������	��

�  � � ���� ����� ����

�  � !� " � 	��� 
���� ������� �� 
����

�  � !� "� #� $� � � � � 	��� ����� ���
����

�  � � � � � �$� �#� �"� !� "� #� $� � � � � 	��� ���������

�  ��� % ��� � �� � � ! � 	��� ������ ���
����

�  �� % � �� � ���� 	���� � 	��� ��� ���
����

&��� ���� � �	� � � � ��� �������� ����' ��� ��� � ��	���	� �� ����	��


����� ��� ��� � � � ��	���	� ��� ����	�
 	���� ��� ��� � ������
 �	� ��	��

�� 	�� ��� ��� �� ��� ���� ��� ��

(��� 	��� ���� ���� ��� �	 ��� ����� ���� �� ������ ���	 ��� �	� ����� ��


�	 ��� ��	�� ���� �� �	������ ��� �� ��� ����	�� �� ��� ��� ����� �� ���� �����

����	�� 	�� �	 ��� ��� ������

Exercise 2.1 (Solution on page 416)

)���� ��� ��� �������	� ���� ����������
 �� �����	� ����� ����	�� �����	 �����

�������

"� �� % � �� �	 ��� �	����� ���� ! � � � * ��

#� �� % � �� � ��� �� ��� ���� 	�� ��	���	�	� ��� ������ 	 ��

$� �� % � ��� � ���� �� +�	�� ,--- ��

.� �� % � ������� �� /��� 0�	� �	 ��� �Æ���� ������ �� ��� ��

2.2 Membership, Equality and Inclusion

( ��� �� ���	�� ������ �� ��� �����
 �� ������� ��� ��� ����� 1������	

�� ��	 ���� �� �� ��� �� �	 ��2��� � �� � ���� �� � ��� �� Membership

�� ��	���� �� �
 ���	��	��� ��� � ������� 	��  ���
��� ���
 �� ���

������ �	

3 � � $� 3� ". � 4� 3 �� � ������� �� ��� ��� � $� 3� ". ��5
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Sets

��

����� � � ����	 �����	 
��� �	

������ �������������� �� ������� �� ��	 � ��� ������ ��

� �� � �� �� �� � �� � �� ��� �� ������	 
� 	�� ��	 � �� �� �� ��	

��

 ��� �� � ����	 �����	 
��� �!

"�� ��	 � �� � �� ��� ��� � ��� � ��!

Exercise 2.2 (Solution on page 416)

#���� �$� ��� ��������% ���� �����&����	 �� ������% ����� �������� ������ &$���

��&��!

�! �� ' � �� � ����%�� ���� � ( )� ����� � � � �� )� �� �� * � �!

)! �� ' � �� � ����%�� ���� )� ( � ����� � � � �� )� �� �� * � �!

Exercise 2.3 (Solution on page 416)

#��&� �� ��� ��������% ������������ �� ��$�+

�! ) � � �� )� � �!

)! � ) � � � �� )� � �!

�! � ) � � � � � �� � ) �� � � � �!

�! � � � �!

*! � � � � �!

,��&�  ��� �� ��-��� ������ �� ��� �������	 ��� ���� �� equal ��	 ��

���� ��	 ���� �.� ��� ��� ��������! ,� ���� ��$ ���� ��� �������� �� 

���	 ��� ����� �� ���&� ��$ ���� ����	 �� ��� �$���� �� ����� ��$ ���� �&�

�������	 �����/� �����! "�$�	 ��� ������	

� �� �� �� � ( � �� ��� �� �� � �

�����

� ����� ������ 
��� � �( � ����� ������ 
����  ��� �!

0� ��$ ��� �� ���� ��� ��� ���� �� ��1�����	 �� �$Æ&�� �� -��  �������

�� ���� �&�2 ��� ��	 � ������� �� ��� ��� ���&� �� ��� �� ��� �����!

Exercise 2.4 (Solution on page 416)

#��&� �� ��� ��������% ���� �� �3$�+

60



Membership, Equality and Inclusion

� � � � �� ��� �� �

� � � � �� ��� �

� � � � �� ��� �

� � � � ��� ��� � �

� � � � ��� ��� � �

��� ��� � 	� 
 subset �� 
����� ��� � 	�� 
�� ���� 	�� �
� ������� ��

� 	� 
� ������� �� �� 	� ��� 
 �
�� �� ��	�� � � �� �� 
��� �
� �
�

� 	� ��������� �� ���	
����� 	� �� �� �
� � 	� 
 superset �� �� ��	����

� � �� �� �
� � ��������� �� ���	
���� �� ������	�� �� �� �����	��	��

�� ���
�	�� �� ���� 
�� �� ��� ���� � 
�� � 
�� ��� ���
�� � � �� 	�� 
��

���� 	�� �
� 	� 	������� 	� �� ����!

� � � � � � � � � � ��

�
� 	�� 	� 
�� ������� �� ��� 	� 
� ������� �� �� �����

"� ������ ���
�	��� �� ��	�� � �� � �� ������ �
� � 	� ��	 
 ������

�� �� �
� 	�� 	� ���� 	� 
� ������� �� � �	� 	� ��	 
� ������� �� �� #�

���� ������ � �� � 	� �� �
�� 
� 	$� � �%� &	�
���� �� ��	�� �
� 	� �

	� 
 ���� ������ �� �� �
� 	�� 	� � � � ��� � �� ��

Example 2.4

"� 
���
�� ����� 
�� �� �� �	�
�� �	�	�� ���� 
 ������ ������ �� �� �
���
�

�������� �� �
���
� ������� ���� 
 ������ ������ �� �� 	�������� ��

	������� ���� 
 ������ ������ �� �� �
�	��
� �������� 
�� �� �
�	��
�

������� ���� 
 ������ ������ �� �� ��
� �������!

� 
 � 
 � 
 � 
 � 
 ��

" ������ ��
�	�
� �
� �� ���	��	�� ����� 
�� 	� �
��	���
� �� ���
�	��'

�	� ������� ���� 	� �� ��'�
���� Venn diagrams � (�� 
 �	
��
� 	�

���
	��� �� �
�	�� ��� �� �������� �� 
 ��� �� 
 �	��� �� �
��� 
�� ���

���	���	�� ���� &�� �)
����� �� �
� ���	�� �� ����

� � � �� �� *� +� , �

� � � �� *� + �

	 � � *� +� ,� - �

�� �� .��� �	
��
� 	� &	���� ���� /� ����
���� ���������� ���� �����'

����� ��	 ���
� ��� � � �������� �� 
� �� universe of discourse ����	��	��

�� 
�� �������� ����� ����	���
�	��� �	� 	� �	� �)
���� �� �
0� �� �� ��

	������� ���� � �� �1!
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�
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�

�
	

�


������ ��	
 �� ������ ���� ��������

� � � 	� �� �� �� �� �� �� �� �� 	� ��

��� ���  �� �� � ��� � ��� ����� ����� !" ��#��#���� ��� ����$��� ������� �

����#��� �� ��� ���� ������� �� ������ ��	� %�� ������� #�����"  �&' 

���� � � �� ��� ������ � ���  ��#� 	 � � !�� 	 �� � ( '����� � � 

��#&�����!�� �& !&�� � ��� � 
 � �� � ��� � �� �( ��� � �� � ���

� �� � �

��������&��� �� � #���� ���� )&� ��"  �� �
 � � � ��� � � � ( ��� ����

)&� ��"  �� �� � ��� �
 �) � � � ��� � � � ���� � � ��

Exercise 2.5 (Solution on page 416)

*��#� &) ��� )&��&'��� ��&�& ���&� ��� ����+

	� � � � � � 	� �� � ��

�� �	� �� �� � � � 	 �� � � �� � � � ��

�� � � 	� � � � � � � 	� �� � � ��

� � ,��� &! ��$���&�� '� #�� �&�� ��� )&��&'���  ��#��� ��&������ &) ���

 �! �� ������&�� ��� &) '��#� ��� &!$�&� � ��� ���� ������� �

	� -� � reflexive� ������� ���� � � � �&�� )&� �$��"  �� ��

�� -� � antisymmetric� ������� ���� �) � � � ��� � � � ���� � � ��

�� -� � transitive� ������� ���� �) � � � ��� � � � ���� � � ��

.&��&$��� ��� ����"  �� � ��� ��� �  �� '��� �� ��#� �& ��#�� �&�( ���� � � ��

� #&������� �� ��" &����  ��
 � � � �&�� )&� ��#�  �� ��
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2.3 Sets and Properties

�� ���� ������	 
��� ���� �
��� �������
 
 ��� ���������� ��� ������


��
 ��� ������	 ���	 �������
� ��
���� �� �����

Primes � � �� �� �� �� ��� ��� ��� ��� � � � �

��� ��� 
�� �� ��� ���� ������
 �� �
� ��� 
��!������ �������

Primes � �� " � 
 � ���� ������ ��

�� ����� Primes �
 ��� 
�� �� ��� ��#�$�
 � 
�$� ���� � 
 � ���� �������

%��� ��������	 �� �
� ��� �������

�� " � ��
 ��� �������	 � �

�� ��$��� ���� �� ��� ������ &������' ��� 
�� �� ��� ��#�$�
 � ��$�


��
�	 ��� �������	 � �

(�
 
��!������ ������� 
 �	�$���	 �
�� �� ����� � 
��
�� � �� ��

�)
��� 
�� � � ��$� $�
� �� ����"

� � �� � � " � ��
 ��� �������	 � �

�
���� ��

� � �� " � � � ��� � ��
 ��� �������	 � �

(�� 
��!������ ������� �
�� � ��
 ��	 ��������� ��� ��#�$�
 � 
�� �

��$� 
��
�	 � ���� �������	 ���� ���
� ���� �� ����

Example 2.5

*���
�����
 ���� $��

��� �����
 �
 ������� �����
 &����� � ���
������

��������	 $������ ���� �� �� �
����� ��� ��
 $��

�$����'� +$$���!

���	 ��� �������	 �� ���� ������� 
�������
 �����
 ���� ��� ����� �����
,

� ����
 �� ��� �����
 ��� �� �� ����� �����
� -����� Animals ������ ���


�� �� ��� �����
 ��� Humans ��� 
�� �� ��� �����
 �� $�� ����

Humans � �� � Animals " � 
 ������� ��

(��
 � � Humans � ��� ���	 � � � Animals ��� � 
 ��������

Example 2.6

.��� ��� ���� ������
 �� � � � ��� �������� ���� �������
 ���/�����	 �$$��

� ��������$
"
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��� �� � �� � � � � � � � � ��

��� �� � �� � � � � � � � � ��

��� �� � �� � � � � � � � � ��

��� �� � �� � � � � � � � � ��

�	
�� �� 	������ ��� � � �� 	���
�� ������ ��� 	� ������ ��

������ � � 	 � � � � � 	 � � ��

�� ��� �� �� ���
� 	���
���� 	� �� ��� ���������� 
���� 	� ������ ��� ��

�� ��� ��	�������� 
����� ��� �� 	���
�� ������ 	� �� ��!" �� ��

Example 2.7

#�
	����"� � 	� 	� �� ��

� $���� %��	&� #�'��� (������

	�� ��� ���" 	��

� � $��� �� � � %��	& �� � � #�'�� �� � � (������

��	 � 	� � !��!��" �� �� )��������� �� ���
� ��  �� �� ����	��� �����

��� ��	����"� ��	�� �����	���� ���	�� ���

�� � � � $��� �� � � %��	& �� � � #�'�� �� � � (����� ��

2.3.1 Russell’s Paradox

)�� �����	���� ���	�� 	� 
��" !�������� ����
��� 	 ��� �� ���� �	�

����  ����

*� ��
� ���� �� ���  ��  ���	� ��" "!� �� ��+� � 	� ���	�� ���

������
��� ,������" � �� �	�� �� �� � ������ �� 	����� �� ���� 	� ����

	�� � !�� ���� ��  ���	���	�� �������� ��� �� ��� ������� �� ������
���

-���	���� ���� �� �� �� ������ ���� ���� ��� �� ��� �� ������� ��

������
��� �	� ��� ��	 � ��  ��� 
�  �� �� ������ ��	�� �� �����	����

���	�� �� ��������


 � �� � � �� � ��

*�  �� ��� ��'� 	� 
 	���� � ������ ��. )�� 	�� �� �� ��
� 
 � 
. #�

�� �� ��
� 
 �� 
. -���	��" ��� �� ���� �� ��� �� ���� �	��� 
 	� �

������ ��� �� 	 	��/�

� 0�!!��� �� 
 � 
� )��� 
 ��� ��	��" �� !��!��" ��1�	��� ��

��	�� �� ������ �� 
� �����" �� ��� ��
� �� 
 �� 
�

64



Operations on Sets

� ������� ��	� � �� �
 ���� ���� ���� �� �	����� ��� �������� ��������

�� ����� 	� ������ �� �� �	��� �� ��� ��� �	�� ��	� � �� �� ��	�

��� �� ��� �	�� ��	� � � �


�� ��� �	� �� ��� ��������  ������ ��� �� ��� 	���� ��� �	��� ��� ����


���� �	�� ��	� �� ��� �	�� ���	 � � � 	�� � �� �� ��	� ��� � �� ���	 	

���	� ��� 	�� 	� 	����	� ���
 ���� �� 	 �����	�������� 	�� 	� ���� �	����

�� ����


���� 	��	�� �� !���� 	� Russell’s Paradox � 	���� ��� �����������

�����	�� "������ ��� ������� �� �� �������	�� ��� ���� �� �� �����	��

�� ��� ��� ��#�� ����
 $� �	������	�� �� ������ ��� �� �������� �� ���	!

�� ��� ��� �� 	�� ����� 	� ���� ������	���� ��	�� �������� �� �����	��������


%�����	����� ���� 	��	�� �	���� 	���� 	� ���� 	� �� �������� ��� ��� �� ���

���&������� ���	���� �� ��� ���������� ���

�� � � ' � �	� ��� �������� � �

�� ����� �� ��#�� ��� ��� 	� 	 ������ �� 	������ ����� ��� ����� �	� ����

���������� ��#���
 (� 	��� ���� ��� ����� 	���� ����� ��� �����	� ���&

������� ���	���� �� �� �	�� 	� ������� ���������� �������� �� ���������


Exercise 2.7 (Solution on page 416)

��� � �� 	�� ���� 	�� ��#�� ��� ��� � ��

� ) �� � � ' � �� � �


*� �� ��� �	�� � � �+ ,� �� �� �	�� � �� �+ (�� �� "������-� .	�	���

��� 	 ������ ����+

2.4 Operations on Sets

$� ��� �������� �������� �� �	�� ���� ��	� ���� �	� �� ����������� �������� ��

������� ����� ��	��� 	����� 	 ������� �� ��� �������� �� ���������� ����� ���

���&������� ���	����
 $� ���� ������� �� ���� �������� 	 �	����� �� ����	�����

����� �	� �� ���� �� ��������� ��� ���� ��� ���


2.4.1 Union

��� union ��� �� ��� ���� � 	�� � �������� �� ��	���� ����� ������� ��

��� �������� �� ��������� ����� 	�� �� ������ � �� � /�� ����0'

� �� ) �� ' � � � �� � � � �


�����
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� � � � � � � � � � � � ��

���� �� ����	
�� �� 
�� �������� ���� �������� ����� 
�� ���� ���� ������

���
� � ���

� �

�

Example 2.8

� �� �� �� �� � � � � �� �� �� �� � � ! � �� �� �� �� �� �� �� � �

Example 2.9

��� "���� � 
�� ��
 � ������ ��� 	�� ����# $������ ��� 
�� ��
 � ������

��%��� �� &���	� �� 
�� ��
 � ������ ��� 	�� ��
��� ����# $������ �� ���

��%� �� &���	� '�� ��
�(�

2.4.2 Intersection

��� intersection � � � � 
�� ��
� � ��� � 	�����
� � �)�	
�� 
����

������
� � 
�� "��%���� � ���	�"��� ���	� ��� �� ��
� � ��� �*

� �� ! �� * � � � ��� � � � ��

��"��

� � � � � � � � � � � � ��

���� �� ����	
�� �� 
�� �������� ���� �������� ����� 
�� ���� ���� ������

���
� � ���

� �

�

Example 2.10

� �� �� �� �� � � � � �� �� �� �� � � ! � �� � �
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Example 2.11

��� �������	��
� 
� ��� ��� 
� ��
�� ��
 	�� ����� ������ ��� ��� ��� 
�

��
�� ����� �� ����	� �� ��� ��� 
� ��
�� ����� �� ����	� ��
 	�� �����

�������

��
 ���� � ��� � ��� ���� �
 �� disjoint �� ���� ���� �
 ������� ��

	
��
�� ���� �� �
 ���� �� ����� �������	��
� �� ������ � � � � �� �� �����


� ���� ��������� ���� ����� ���� ��� ����
�� ����	���� � ��� � �
 �
�


������

����� �� ����	�� �� ����� ������� �� ���  ��
� 
� ��
 !���� ���� �

��� �� �� � ��� ���� ��� " ���� ��� ��
� �� ������� �� ��� ���� ���

� � 
� ��� ������ ���� �� � � �
 ��� ��	� ���� ���" ��� 	
 ��� ��� �������


� ��� �������	��
� � � � ���	�� �
 ����	� ����� �� ���� ��� ��� �

����

����	����

Theorem 2.11 Inclusion-Exclusion Principle

��� ����� 	��	 �
 � ��� � �� ��� � ��� " ��� � �� ����

2.4.3 Difference

��� difference ��� 
� ��
 ���� � ��� � 	
������ 
� �#�	�� ��
�� �������


� ���  ������� 
� ���	
 ��� ���	� ��� �� � � � �
� �� ��

� �� � �� � � � � �� � 	�

�� ��

� � � �� 
 � � � � � �� ��

���� �� ����	��� �� ��� �

���� ���� �������� ����� ��� ���� ���� �����$

����� � ���

� �

�

Example 2.12

� %� &� '� (� ) 	 � � &� (� *� +� %, 	 � � %� '� ) 	�

���
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� �� �� �� �� �� � � � �� �� �� �� � � 	 � �� �� �� �


Example 2.13

�� ������ �� �� �� �� ���� ��� ��� ���� ������� ��� �� �� ��

���� ������ ��  ���� �� �� �� �� �������!������� ���� ��� �� ��� ���

��  ����


"������#$ �� ������ �� �� �� �� ���� ������ ��  ���� ��� �� ��

�� ���� ��� ��� ���� ������� �� �� �� �� ���!�������!������� ����

������ ��  ����


2.4.4 Complement

�� complement � �� � �� � �� �� �� ���������� �� %����# ���� �&���

�� �� '����� �� �����'�� ����� �� ��� �&��� �� �(

� 	 �� ( � �� � �


��'�$

� � � � � �� �


�� �� � �� ��'� �� ��& �� � ��$ ��� �� ������ )# �� ��������� *��

������&$ ��� �� ���# ��� ������� �


�

�

Example 2.14

+��'&��� �� '����� �� �����'�� �� � 	 � �� �� �� �� �� �� ,� �� -� �� �$

� �� �� �� �� � � 	 � �� ,� �� -� �� �$

���

� �� �� �� �� �� � 	 � �� �� �� ,� - �


Example 2.15

+��'&��� �� '����� �� �����'�� �� �� �� �� ���� �� �� �����$ ��

��&��&�� �� �� �� �� ���� ��� ��� ���� ������� �� �� �� �� ���!

�������!������� ����. ��� �� ��&��&�� �� �� �� �� ���� ������ ��

 ���� �� �� �� �� ���� ��� �� ��� ��� ��  ����
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Exercise 2.15 (Solution on page 416)

�������� 	
� �������� ��	��

� � � �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ���� ������	� 
� ��	
��	��

� � � �� �� �� �� � ��

� � � �� �� � ��

� � � �� �� �� �� � ��

��� � ���� ������� ���� 	��� 	
��� ��	�! ���  ���"	� 	
� �������� ��	��

�# � � �#

�# $� � �% � �

�# � � $� � �%

�# $� � �% � �#

�# $� � �% � �#

Exercise 2.16 (Solution on page 417)

&�	 �! � ��� � '� ��	�#

�# (� � � �! 
�	  �� )�" ��) �'�"	 � �� ��� � ��*

�# (� � � �! 
�	  �� )�" ��) �'�"	 � ��� �*

�# +
�	 �� �! 	
�  ��������	 �� 	
�  ��������	 �� �*

�# (� � � � ��� � � �! 
� �� � ����	�� 	� � � �*

�# (� � � � ��� � � �! 
� �� � ����	�� 	� � � �*

2.4.5 Powerset

,
� powerset � $�% �� � ��	 � �� 	
� ��	  �����	��� �� ��� �"'��	� �� ��

� $�% � �� � � � � �#

,
"�!

� 	 � $�% 
 � � �#

(� ���	� "���! � 	 � $�% ��� � 	 � $�%#

+� ���
	 ���) '� ��	����	�� �� ����� �"'��	�# (� 	
��  ��� � �
��� ����	�

') ��� $�% 	
� ��	  �����	��� �� ��� ����� �"'��	� �� ��

��� $�% � �� � � � � ��� � �� -��	� �#
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Example 2.16

�� ��� ��� � �� � � �	� 
�� ��������

� �� �� � �� � � �� � � �� � � �� � �� � � ��

��� �������	���� ���� 	� ��� 
�������� ��������

� ��� ������ ���� �� �������� ���� ����� �����

� ��� ��������� ������� ���� 
� �	�� ������� �� ��� ����� 	� 

� ��� ������ ���� ��� �������� ���� ����� ��� �����
��

!� ��� ��� � ���	� 
	��	� ����� � �	� ����� ��������

� �� ���	� 
	��	� ����� ��

� � ��

� ���	 �� � 
	��	 �� � ����� ��

� ���	� 
	��	 �� � ���	� ����� �� � 
	��	� ����� ��

� ���	� 
	��	� ����� � ��

��� �������	���� ���� 	� ��� 
�������� ��������

� ��� ������ ���� �� �������� ���� ����� �����

� ���� ��������� ������� ���� 
� �	�� ������� �� ��� �����

� ���� ������� ���� ��� �������� ���� 
� �	�� ������� ��
� �����

	� 

� ��� ��� ���� ���� �������� ���� ����� ��� �����
��

"� ��� ��� � #���� $���%� &�'	� (�	� 	� �	� �) ��������

� �� #���� $���%� &�'	� (�	� 	 ��

�
�
��

� #����� �$���% �� �&�'	 �� �(�	� 	��

� #���� $���% �� � #���� &�'	 �� � #���� (�	� 	��

�$���%� &�'	 �� �$���%� (�	� 	�� �&�'	� (�	� 	��

� #���� $���%� &�'	 �� � #���� $���%� (�	� 	��

� #���� &�'	� (�	� 	�� �$���%� &�'	� (�	� 	��

� #���� $���%� &�'	� (�	� 	�
�
�

��� �������	���� ���� 	� ��� 
�������� ��������

� ��� ������ ���� �� �������� ���� ����� �����

� 
�� ��������� ������� ���� 
� �	�� ������� �� ��� �����

� ��% ������� ���� ��� �������� ���� 
� �	�� �	���

70
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� ���� ������� 	
�� ����� ������� ���� ��� ���� ������ ���� �����

���

� ��� ��� 	
�� ���� ������� ���� 	���� ��� 
�������

�� �� �������� 
� ��� � � ���� �� ���� � ��� � ��� 	
�� � ������� ��� ��

�
������ ��������

Example 2.17

����� ��� 
��
��� ��� �����	
�� �
 ��
���� �� ��� �
�����! "���!� #��
���

$���� %
�� &����
 ��� '��� (�	����� ��� �� ��� 
��� ��� ���	 �"� ��

	� ���

Friends � �#��
��� $���� %
�� &����
� '�� �

���� ��� �������
�� �� ���
���
��� �� ��
���� ���� 
��� ��� �� �����)�

"���! 
� �
��� �! � �Friends�� *�� � �"��� "����"� $��� ��� &����
 ���

���! ���� ��!� ��� ��� ������ ��� ���� ���� ��� ��� �� ��
���� ���� ��� ��

�����)� "���! 
��

�#��
��� %
�� '�� � � � �Friends��

Exercise 2.17 (Solution on page 417)

+
�� ��� ������� �� � �Friends�� 	���� Friends 
� ��� ��� ��,��� 
� $ �-

"�� ��./ ������ (�	 ��! ���� �� ���� �
0� ��� �����1

Exercise 2.18 (Solution on page 418)

*�� ��� �����	
�� ���� ��� ��� �"�! ��� ��

.� ��� ��� � � � ����

�� ��� ��� � � � ����

2� ��� ��� � � � ����

(�	 ��! ������� ��� 
� ���� �� ����� ����1

Exercise 2.19 (Solution on page 418)

3
��� �� ���
����! ��� �� 	��� ��� � ��� � � ��� � ��� � � � �1
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2.4.6 Generalised Union and Intersection�

�� ����� ��	
��� ����� � ���� ��� ���� 	 ����	������ 
 ��� �����	 


����� �� ���� ��� �	 �������� �� ��� ������	 ��� ����

� � � � �


 ��	�� ���� �� � ��� �� ������� ��� ��� ���� �������� �	� ���� ������

����� �	� �����	� 
 ��� 
 ��� ���� �� � 	 �� 	 ��� ����	������

� � � � � � � � �


 ��� ���� �� �� �� � ��� �� ������� ��� ��� ���� �������� �	� ����

������ ����� �	� �����	� 
 ��� 
 ��� ���� �� �� �� � ��� �� �� �� �

���� � �		� ���� ����� 	��	 �� ���� ��� ����� 
	 �������� ��� ���

� � !� � �" �� ����	�� ��� ���� �� !� � �" � �� #��� �� ������� ��� ����

��� ����	������ ��	����� �	� ����������$

� � !� � �" % !� � �" � � ��� � � !� � �" % !� � �" � ��

��� ����������$

� �� % � �� ��� � �� % � � ��

�� 
���� �� ��� ������ ���� ��� ����	������ � ����� � �	���	�	� 
��&

����� !����" 
 ����$ �
 � �� � ��� 
 ����� ����

�
� % �� $ � � � 
	 ���� � � � �

�
� % �� $ � � � 
	 ��� � � � �

�� ��	������	� ��� %
�
����� ��� ��� %

�
������ ���� � ������ �������

��� 
������ ���������� ����� ����	���$

'� � %
�
��� ��� � %

�
����

(� � %
�
� !�" ��� � %

�
� !�"�

)� � %
�
� ��� 	 %

�
�� ���	� 	 �� ��� �����	�� 
 �����	���

#�� ���� �� ���������� �	� �	�� 
�	���	 ����������� *� ��������� � �
�
�

�
� ��� ��� �
� � � � 
	 ��� � � �� ��� ����� ���	� ��� �� � ���� � � ��

���	� ��� �� � ���� � � ��

+�����	��� �� ��������� � �
�
� �
� ��� ��� �
� � � � 
	 ��� � � �� ���

����� ���	� ��� �� � ���� � � �� �� �� �������� �	�� ���� � � � 
	 ���� 


����� � � ��

Example 2.19

+������ ����� ���� ,+'-' �� ��� ��� 
 ��� �������� ��	���� � ��� ��	��

	��
��� ������� ���� ��� ���� ClassLists �� ��� ��� 
 ��� ����� ������ �

����� 
	 �������� ,+'-' � ClassLists� #��� ��� ��� Students 
 ��� ���������

���� ��� ��� ����� �� �	� ��	���� � ��� ��	��� ���� ��
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Ordered Pairs and Cartesian Products

Students �
�
ClassLists�

��� ���
�
ClassLists �	
�� ������ � ������ �� �� �	
�� �	����� ��	�� ��
�����

��	 ��� ���	���� 	� ��� �	
�����

Exercise 2.20 (Solution on page 418)

����� �� �������� ��� �� ���� ���
�
��� ��� ���

�
��� ����

2.5 Ordered Pairs and Cartesian Products

�� ordered pair �� ������ � ���� 	� 	����� ��� �� ���� first coordinate �

��� second coordinate �� �	� � ������ �	���� �� ��� ��!����� ��� ���	���

� 	������ �����" ��� 	������ ���� �#� $�� �	� � ������ ���	��� ��� �	��� ����

�!�		������� # ��� �!�		������� $� ��� 	������ ���� ��� �� �� ��%����� ��	�

��� ��� ��� �� �� ���� �� �� 	������" ��� �� �� ��� �� �
������ 	� �	
���� �����

������� ��� �� � ��� ��� &	�� ����������

��� �� � ��� �� ��� ��� 	��� ��� � � � ��� � � ��

��� Cartesian product � � 	 	� ��	 ���� � ��� 	 �� ��� ��� 	� ���

	������ ����� �� ����� ��� '��� �		������� � �� �� ������� 	� � ��� ���

���	�� �		������� � �� �� ������� 	� 	�

��	 � � ��� �� ( � � � ��� � � 	 ��

��
��

��� �� � ��	 � � � � � � � 	�

�	� � ������ ��� � ��������� ������� �� �� � ���	��� ��� ��� 	� �	���� �� ���

��!������

Example 2.20

��� )�������� ��	�
�� *+

�,� *+

�, 	� ��� ��������� *+

�, ��� *+

�, ���

�	��� � '���� -���� �
�� �� ��� �	���� 	� �� .)/ ������ 	� ��� �0
���� 	� �

����� 	����

�+� +� �+� 1� 	 	 	 �+� ��

�1� +� �1� 1� 	 	 	 �+� ��

���
���

� � �
���

��� +� ��� 1� 	 	 	 �����
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Example 2.21

���� ������		
�� �������� ��� �������� ���� ���� ���� ����� ��� ��

���� ��� ���
� ���� ��
�� ��������� 	�
��� ��� ���� ���� ��� �
��

���� ��	� 
� �
���� ������		
�� ��������� ���� �� �����
��
� ������

�
��
������ 	��� �� ����� ��� ������� ��
�� �� ������ ����� ��
�� ���	

� �����
�� ������� Keys� Values� ��� Keys 
� � �� �� ��� ��� Values 
�

� �� �� ������ �� ����� �� �� �
�� �� 
����	��
�� ���� �� ����� 
�

�� ���� ���� ��� �� ��� � ��
�� �� ��
 � ��� ��� ���� � ����� ���

�� ���
� �� �����

!� �� "�	��� � 	�� ��� � ���
���� ������� 
� ��
�� ��� ����� 
�

���
��� � ��
 � 
���
#���
�� ��	��� $� ��
� ���� ��	� ��� �� ���

��� �� ����� �� �� 
���
#���
�� ��	��� �����
��� �
�� ��� ��	%

IDNumbers & � '(��� )*+,-�

'.�
"� /0+)-�

'1����� *23)-�

'!	����� 4*5+-�

� � � ��

!� ������ "�	��� � ����������� ��� � 	�� ���� ������
� ���

��
� ���
��� �
�
�%

CapitalCities & � '.����� 6��
�-�

'6��� 7
	�-�

'(����� �����-�

'���
� ��	���-�

� � � ��

8 ��� ���	 �� �����
�� ������� �� �� ��	�� � � � �� ���� ����

�	��� �� �������� .�� "�	��

��� � � & � '�� �� �- % � � �� � � � ��� � � � �

������� �� �� �� ��
��� '�� �� �- 
� ��
�� �� #��� �����
��� � 
� �� ��

	�� �� �� �� ����� �����
��� � 
� �� �	�� �� �� ��� �� ��
�� �����
�

��� � 
� �� �	�� �� �� $� ������ � ��
� �� �� ���� �� �� � � � ���

���� 
�� �� �����
�� ������� �� � ���
� �� �� �� �� �����
	��
����

����� ����� 
� �#�� �� �
� & � � � � ��

9�� ���� �� ��	�� �� �	��� 
� � ������� 
� �� ������� �� ��

��	�� �� �	��� 
� �� 
��
�
���� ���� $� ����
������ ��� ��� �� ��

�� � & � & � � ��
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Ordered Pairs and Cartesian Products

Example 2.22

��� � ���������� �		 ��
������ � ���������� �		 �
����� ��� � ����������

������	� ������� ���� � � � �� ���������� �		 ����	�� ��� �� �� ����� � � �

�� � ��
����� � � � �� � �
��� ��� � � � �� � ������ � ���������� ��
����

�������� ��
	� �� ����������� �� � �
���� �� ���� ���� �������� ��� ������

��� �		 ��
����� ���������� �� ��� �
����

Example 2.23

� pixel �� � ����� �� � ���
��� ������ ��� ����� ��� 	��� �
� �� � ����

���
	�� ���� � ��	! � � ��
! �� �� "#���	� $�$%� ���� ��� �
���� �� ��#�	�

��������� �� ��� ��&� ��� ����	
���� �� ��� ������

"�� ��#�	 �� ����	���� �� � ��� �� � ������ �	�
�� '� ��� RGB model �

� �	�
� �� ����(�� �� � ����	�

��� �� �� � �%�  !� ����� �%�  ! ) � � � * % �  �  �

������������ �� ��������� �� ���� ����� ��� ����� ���������	�� ���� % �����

�� ��������� �� �		 ���  ����� ��#��
� ���������� +�� �#���	�� �	�, ��

����������� �� �%� %� %� ��� �	�
��� ���	� ����� �� ����������� �� � �  �  �

���#��
� ��������� �� �		 �	�
���- ��� ���� ����� ��� ���� ��� �����
�	�

����������� �� � � %� %�� �%�  � %� ��� �%� %�  �� ���������	�� .� �� ��
� ��(��

��� ��		����� ��� ����*

Pixel ) � ��	!� � ��
! ���

Colour ) �%�  !��

��� 
�� ���� �� ��(�� � ����� �� ��� ����� �� � ������ �� ��� ���

Point ) Pixel� Colour

���� ������� � �	�
� �� � ��#�	� "�� ����� �� ��������� ����������� ��

�� ������� ���� ��� ��� ��� �� ��� ����� (��� ��������� �� ��� ������� ����

�� ��� ��� ����� ����� ��������� �� ��� ������� ����	� ��� �� ���

Exercise 2.23 (Solution on page 418)

"���� �������	 �
���� �� �� ����������� �� �� ������� ���� �� ���������

��� �
���� /�0� ��� �#���	�� ���������� �� ��� ������� ���� �/� 0�� 1�(��

��� ���������� �� �������� ��� �
	���	������ �� ������� ����� �� ��������

�
� ���� ���� ��������� �� ��� �������� ���������� �� ���������
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2.6 Modelling with Sets

�� ��� ���	
����
� 	
�
 �������� �� �
����
����� ���� ������
��� ���� ��

��� �������
����� �� �������� �� �
�� �
���� ���� �
���� ������ ��������

��� ��������� ��
� ����������
� ������ �� ���� �������� �� ������ 
 �����

�� ��
������ ��
���� ���� ��������� ���� ��		�

Example 2.24

�����	� ��� ��������� ���� 
�����������

�� ��� �
�	� �
� ���
�

 � ���� �
�� ���� ��
���� ���	��

!� "� ��
���� ���	 ����
��� ���
�

#� �
� �
��� 
���� ����� 
���������� �� ����	����� ��� ���� �� �� � 
�	

� �� �������� ������������ ��� ��� �� ��
���� ���	�� ��� ��� �� ���
� ���	��

��� ��� �� ���	� ��
� ���� �
��� 
�	 ��� ��� �� �
�	�� $�� 
���� 
����������

�
� �� �������	� �%�
����
��� 
�	 ���� 
 &��� 	�
�
�� 
� ��������

�

�
�

�

�� � � �

 � � � �

!� � �� ' �

(�� ���� ������ �� �� ���
 ��
� �� �
�	� �� ��
����� 
�	 
� ���� ��
� ����

	����)� �
� �
�	��

Exercise 2.24 (Solution on page 418)

*��
�� ��� ����
���� ��
	��� ���� ��		 ��� +������ ���, -�
�� !!.� ��

����� ��� �
�� ��
� ���� ��		 ����� ���	 ������ ����	 �� �����	 ���

��� ��������� 
�����������

�� ��� ��� ��������� �� ���� ��
� ��� ���� �� ���/�

 � "� �
� ���� ���� �
� �
� �
�� �� �� 
 �����

!� ���� ��		 �
� ���� ���� �� ������

,� 0� ���/)� ������� 
�� ���� ���	 �������

1� "��� ��� ��������� �� ���� ��
� 
� ������

2� "��� ��� �� ������� ��� ��� ���� �� ���/�

3� 4�� ���� ���� �
� �
�� 
�� ���� �� ������
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Modelling with Sets

��������	�� 
�� �� ���� �
�� ������� �� ��	������ 	���� 	�������	�����

������ �����

Exercise 2.25 (Solution on page 419)

����
�� ��� �� ����� �	������� �	���� ������� 
	� �
� ��������� ���������

All babies are illogical.

Nobody is despised who can manage a crocodile.

Illogical persons are despised.

��� 	� 	�������	��  ��� ��	��	� �� ����!� ���� �
��� �������� �
	� ��

�	�� !	� �	�	�� 	 !��!������

Exercise 2.26 (Solution on page 420)

��� 	� 	�������	��  ��� ��	��	� �� ��������� �
��
�� �� ��� �
� ���������

	������� �� 	����

All oceans are full of water.

No ponds are oceans.

Therefore no ponds are full of water.

Example 2.26

�� 	 !���	�� 
�����	�" #$ �	������ �	!
 
	� 	� ��	�� ��� �� �
� ���������

��������� 	 ����" 	 ���� �
��	�" �� 	� �	�	!
�� %& �� �
�� 
	� 	� �	�	!
�

	�� '( �� �
�� 
	� 	 ���� �
��	�" �
��� ���
� �� �
�� 
	� ���
 	� �	�	!
�

	�� 	 ���� �
��	�� )� �
� ���� ��*�����" %% �� �
�� 
	� ���� �
��	��" ����


	� �	�	!
��" 	�� ��� 
	� ���
 	 ���� �
��	� 	�� 	� �	�	!
�� +�� �	��

���� ��*����� 	�� �
���,

-� !	� ��� 	  ��� ��	��	� �� ���� �
�� �������" �� ��	���� �
� �
���

���� �� �	������ 	� ��������

�����
���� ����	


�	�	���

,

,

, , ,

, ,

77



Sets

��� ������	
 ���� �����
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����� 	� �����
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� ����
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Algebraic Laws for Set Identities
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2.7 Algebraic Laws for Set Identities�
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Double Complement Law
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Exercise 2.27 (Solution on page 420)
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�� �����#

� � �� � �� � �� � �� � �� ��� �����������	��
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� � � �� ��� �����������

� �� � �� � � ���������	��
�

� � �� ����	�����

Exercise 2.28 (Solution on page 420)

$��� � 
��������	 �� ��� �
�	���� � � �� ��� � � ���
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Logical Equivalences versus Set Identities
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Example 2.28
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� �� ���������
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� �� ��� �	�
�� ���� ����� ���� � � � % ���� ��� ���� � � � � �#

Exercise 2.29 (Solution on page 421)

&���
� ��� ��� � �� � �#

2.8 Logical Equivalences versus Set Identities�
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� �� � � � � � � � " � � �
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� � � � � � � � " �
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Additional Exercises

Example 2.29
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Exercise 2.30 (Solution on page 421)
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Exercise 2.31 (Solution on page 421)
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2.9 Additional Exercises
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Additional Exercises
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Chapter 3

Boolean Algebras and Circuits�
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Example 3.1 The Boolean Algebra of Sets
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Example 3.2 The Boolean Algebra of Propositions
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Example 3.3 The two-valued Boolean Algebra
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Exercise 3.3 (Solution on page 421)
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3.2 Deriving Identities in Boolean Algebras
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Theorem 3.4 Idempotence Laws
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Exercise 3.9 (Solution on page 422)
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Exercise 3.10 (Solution on page 422)
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3.3 The Duality Principle
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Exercise 3.11 (Solution on page 423)
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3.4 Logic Gates and Digital Circuits
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3.5 Making Computers Add
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3.5.2 Adding Binary Numbers
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Exercise 3.17 (Solution on page 424)
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3.5.3 Building Half Adders
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3.5.5 Putting It All Together
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3.6 Additional Exercises
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Chapter 4

Predicate Logic
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Exercise 4.5 (Solution on page 424)
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4.2.2 Existential Quantification
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Example 4.6
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Example 4.7
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Exercise 4.7 (Solution on page 424)
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Exercise 4.8 (Solution on page 425)
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4.2.3 Bounded Quantifications
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Exercise 4.9 (Solution on page 425)
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4.3 Rules for Quantification
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Example 4.10
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Rules for Quantification
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Predicate Logic

Example 4.11

� ������� 	��
�	����� ������� 
�� �� �������� �
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 ���� ��� ������ ��
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 �������� ��� � ����������� �� ��� ������ �
� ���������

��� �������� �����
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4.4 Modelling in Predicate Logic

�
� ����!��� �� ��������� ����� ��$�� !� ����� �� ��� �� ������������� �����

��� ��� �
���� ���
 �
��
 �� 	���� ���������� %� �
�� ������� �� �� �������

� ��� ���	�����

Example 4.12

&����� �
� '��������� �!((�� ���	 �������� ���)# �
��� �� ��� ��$�� �
�

�
��� ���	�����

All babies are illogical.

Nobody is despised who can manage a crocodile.

Illogical persons are despised.

���	 �
��
 �� ��� �� ���!�� �
�� �� �� ��� 	����� � ���������� *�� !�

������!�� �
� ��������� �����������

���� + �� � � �����

���� + �� � ��������

���� + �� � ��������

���� + �� ��	 ��	��� � ���������
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Modelling in Predicate Logic
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Exercise 4.12 (Solution on page 426)
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Example 4.13
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Predicate Logic
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Additional Exercises
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Exercise 4.13 (Solution on page 426)
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4.5 Additional Exercises

�� 5
� � �	� ����� ��	 ��
 �	
�����
 �	 ,����� ��� ��	
��� 
,
	� �

�
���*

��
	
 ��
 ��1��� �� ������	�
 �� ��
 �
� �� ����
��� �� ���	 ������

./�	
�� 
��� �� ��
 ��������� ������+������� �� .�������

��� �	� �	�

�� �	� �	�

127



Predicate Logic
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Additional Exercises
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� �� �� ��� ������� � � ����

��������� �� �� �� ���� �������� �

Exercise 5.3 (Solution on page 427)
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Example 5.4

������  � ������	�������� ��� ������ ��� "#��	�� $�� ����� �� ��� ��� ����

��� ��� � ��
 �� � � 	 � ���� �% �
� 	 ��

Proof: &�		��� ���� �% �
� � ��

�����  � �����	�����  ��� ��
��  � �� �� ��� ���� �% � � ���

�����  � �� �������� � ���  ��� ��
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���������� �� � � � 	��
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 ����� �	��	����� ��� �� ����

����

� �� � � � �� 	��� �
� � �� 	���� 	��
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Example 5.5

����� ���� 	
 � � � ��� � � � ���� � � �

Proof: ������ ���� � � �� ��� ���� � � �

�� ����	�	��� � � � ����� ���� � � �� � � � 
�� ��� �

�� ����	������ � � �� � � �

����� �� ����� ������� � � � �

Exercise 5.5 (Solution on page 427)

����� ���� ��� ������ � ��� ��� 	� �	�	�	��� �� �  !�� ��� ��� ��� 
���

���� � ������ 	� �	�	�	��� �� � 	
 ��� ��� �
 	�� �	"	�� 	� �	�	�	��� �� �#

5.3 Proof Strategies for Negation
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 ��� 
��� �� 	� �� ������

���� � 	� ���� ��� �� 	�
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��� ��	� � �������	��	�� �� ��	�� $� ����

���� ���� ���� �������� � ��� 	�� ��"��	�� �� ��� �� 	�
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�� �� �� � proof by

contradiction �
 ��
� ��	���� �� reductio ad absurdum �

��
 �
�� ������� �� � �
��� �� ��	�
�������	 �� ���
 ���� ���
� ��� �	�

�� ���
������ �� ��� ������ �� �������
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Example 5.6
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� �� � �

Proof. !������ �� ��� ��	�
�
� ����
�

� � �  ����������� ������� �����
� " �

�
���
� � �	� � �
� �������� �	����
� �	� �

�
�� � �
�����	 �	

������ ��
� �	 ��
������
 � �	� � �
� 	�� ���� ���	�

���	 �#��
�	� ���� ����� ����� �� ���� � " �
�
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 �	� ���	 ���������	�

���� ����� �� �
� ����� �� ���� ��� " �
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$�	�� � ���� �� ���	 %��	�� �� &��
���� '�( �� � ��
� ��� ���	 �
�

����� ���� �� ���) ���� �� � " �� ��
 ���� �	����
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�� � �	� � �
� 	�� ���� ���	 � ���� �� ����
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Example 5.7

����� ���� ����� ��� 	
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	��� ��
 ��	�� 
�������

Proof. ������� �� ��� ��
���� ���� ����� ��� �
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! ��
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Example 5.8

������� ���� � � � � � �
! ���� 	 � �� ����� ���� 	 
� � ���

$� ������ �� ��� ��	
!� �����	
� � ���� � �� �����! �� �� ��� � ���!
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� � &�



!	�����'

�
�

�

"��� �� ���� !��	���! ����� ���� �� � �
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 ���� �� �	�� �� �����' ���� � �� � �� (��� ��	� �� 
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 �� ���� �
 �����
� 	 � � �	���� ��	�� �	�� 	
 ��� �	��� ��� ����� �	��
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 � � � �	���� ��

�� �	� 	
 ��� !��) ��� ������ ��	� ����� ���	���
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Proof. $����� ���� ��� ����	��� � ��� ������	�	�
 ��� ����� ���� ��� � �

�
! ���� 	 � �� *� ����� ���� ���� �����	
� ���� 	 � � �� ���!� ��
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�� �� ����� ���� � � � ��� �� ��� �� ���� � �� � ��� �
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A Different Proof. ������ �� �� �
������ �	 �� �
�������� �
� 
���

�� � � � � � ��� �� � � ��
�� � � � � � �	� ��� ���� �	� � � � ��� � �� �� �� ����� ���� ��

� �� � � � �� ������� �� �� ����� ���� ��� � � � ��� � �� ��

�� ��� �	 �� ������ �� � � � ��� �� ��� ������ �� � � ��
������� ��� �� � � ��
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�� �� �
����� �	 �� �
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� � � � ��
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����� �	 �� �
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�� �� ����� ���� ��� � � � ��� � �� �� �� �� � ���� ��

��� ���� � �� � ��� �

Example 5.9
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�
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 � � �
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Exercise 5.9 (Solution on page 427)

"
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� �� �� ���� ���� �� �� ������� ������� 
������ �����
�

141



Proof Strategies

Exercise 5.10 (Solution on page 428)

����� ���� ����	 
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5.4 Proof Strategies for Conjunction and Equivalence
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Proof: ������ ���� � � � �	
 ���� � � ��
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5.5 Proof Strategies for Disjunction
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� ����� 
����
 �� ���� �����

�	������ ��	� ��� �� ����� �� ��	� � ���
� �������� ���� �������� � ���
��

	�
 ��	� � ���
� ���� ��� �������� � 
��� ��� ���
� �� ���� �	�� ��� �����

�� � �� ���
� �� �� ������ ���� �	���� ��� �����	�� �����
������ ���	����
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Example 5.12

 ���� ��	� ��� 	�� ������� �� ��� ���	��
�� �� �� ���� 
���
�
 �� ! �� ������

" �� #�

Proof: $����� � �� ���� �� �� �� �

�
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Proof Strategies for Disjunction

� �� � �� ����� 	
�� � � �� �� ��� ��	���� �� ���

�� � ����� � ���

�
��
 ������� 
�� � ��������� � � �
�� ������� �� ��

� �� � �� ��� 	
�� � � �� � � �� ��� ��	���� �� ���

�� � ���� ��� � ��� � �� � � � ���� � �� � �

�
��
 ������� 
�� � ��������� � � �
�� ������� �� ��

�
 � 	
� ��������� � �� �
�� ������� �� � �� ��	
�� � � �� �

! �"����� ���� � 	
� ���� �	��	��� �� 	 	�#� 	
� "�"��	� � 	 �� �

�	����� �� 	
�� ����� 	
��� � �� �� � �$�	 ������ 	 ����� � ��� 	
�

��� �"	�� � � � 	
� ��� � 	
� "�� � �� �� �� �������
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Example 5.13

%��� 	
�	 �� � �� � ���� � ���� ��	
 �� � � 	
�� ��	
�� � � � � � � ��

Proof: !�� �� �� ����� 	
�	 �� � �� &������ 	
�� ����� 	
�	 � �� ��

�� �	 �� ��� 	
� ���� 	
�	 � � �� 	
�� � � �� ��� �� ��� ������ ���
 ����

� 	
� ����� ���' ���	� �� � � �� � 	 ��� �� 	
�	 � � ��

(����� ��	
�� � � � � � � �� �

Exercise 5.13 (Solution on page 428)

%��� 	
�	 �� 	
� "�� �	 � 	� ��	����� �� ����� 	
�� �� � 	
��� 	�

��	����� �� �	���� �����
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Proof Strategies

Exercise 5.14 (Solution on page 429)

����� ���� 	
 � � � ���� �	���� � �� � �� � � ��

�� ��	�	���	�� �������� 
�� �	������	�� 	� ���� 	�������	��� �
 �� ����

�� �	��� � �������� � � �� �� ��� ����� ���� � 
������ �������� � �����

�� �����	�� ��� ����
 	��� ������ ���� 	�� �� ���� ���� � � � ��� �� ��

�	� ��	�� ��� ����� ���������� �
 ��	�� �
 � �� � 	� ����� � ���� �� �����

�� 
��� �
 ��	� ��	�	���	�� �������� 	� ���� �� 
��������
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��� � ���� �� �����

 �!�� ������ ���� � 	� �����

����

�



�

���

����� �� �
���

���� ���� ���	�� � ���� �� �����

����
���� � 	� ���� "���������� �


��	������ �
 � �� � 	� ����#� �

Example 5.14

����� ���� � � "� � �# � "� ��# � ��

Proof. $�� � � � � "� � �# % "� ��# � "� � �#�

��� �	���� � � � � �� 	� ��	�� ���� � � "� � �# � ��
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Proof Strategies for Quantifiers

�� � � ������ �� �	�
	 
�� � � � �� ����� � � �������� �

Example 5.15

���� �	�� �� ��� �� � � �	� �� � ���

Proof. �� ��� �� � � �	� ��	� � � �� �� �	�
	 
�� �� � ���

�� � � �� �� �	�
	 
�� �� � � � ��� �

Exercise 5.15 (Solution on page 429)

���� �	 ������� ���������� ��� ��� ��� �� � ��! �� ��" �� � ���" ����

Exercise 5.16 (Solution on page 429)

���� �	�� �� 	 �� �� ������ �	� �	 #��� ������� !���� �� 	� ����   ��	�

�� $� %� &� � �� '� �	�� ��� 	� 
����� �! ���	 � (� �� ) �� *�

Exercise 5.17 (Solution on page 430)

+	�� �� ����� ���	 �	 ��������� ,����-

Fact: �� �"
 . $( �	� � �. ) ��! 
 �. *�

Proof: /���� �	�� �	 
��
������ �� ����� �	�� ��� �	�� �� �� ��� �	


�� �	�� � �. ) ��! 
 �. *�

0	� � . ) ��! 
 . *�

1�
 �� �"
 . $( �	� � �. ) ��! 
 �. *� �

5.6 Proof Strategies for Quantifiers

5.6.1 Universal Quantification

/ �������� ������#
����� ��� ��� �,����� � ,���������2��#��� 
��3��
2

����� �������� �	�� � ��� �� ��� ��� ����� ���� � �� �	 ������ �� !��
����

��� �	 ,�!�
�� � � /� ��
	� � ���4 �� 	�� �� ������� �	 ,���� �����2

��� ��� 
��3��
�����

0� ,��� � ,��,��� �� �	 ���� ��� ���� �� � ����! ��� �� ��	
�����

� 3
�� ��! ,��� � ���� 0	 ���� �� ��
	 � ,���� ����! �	��   �� ��������
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Proof Strategies
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��������� ��� 
��	 �

�� ���� �� �� ���� �� ����������� ����� � �� �� ����� �� � 
��� ��� ���

����� ���� �� ����� ��� ������� ����� �� � �� ����	 ��� ��� �� ���� ���

���� ��� � 
�� ���� �� ���� ��� ����� � 
��� ��� ��� ��� ��� ����� �����

�� ����� � ��� ��	 �� ����� �� �������� �� ��� ������������ ��������

����������� ��� ��� �����������	

 ��� ��� �� ��� ������� ���� ������� ����� ��� ��������	 !�� ���������

�� "#����� $	% �� ������ � ������ ��� ��� ��� �������� ���� ������� � ��� ��

�� �������� �� ����� ��������� ������ ��� � ��� �	 &������ ��� �� '�� ( ��

��������� ���)� ��� �� ���� ����� ����� ������ ��������� ������ �� �����	

*������� �� �� ��������� ��� �� �� ���� ������� ��� ����������� ������	

+� ��� ��#� ���� �� �� ����������� �������� ��� ����������� �� ������

� �������������� �������������� ��� ����� �� �� �� ��� � ��������� ,���-

��'������ ����� � �����	 �� �� ��� ����������� ��� ��� 
�� �� ���� ��� �

�� �� ������� �� �� �������� �� ��������� ��� �� ��������� � � ��� �� ���

����������� ����� ��� � 
�� �� ����	 �� ���� �� ��� � ����� ���� ���� ��

�������	 �

�

	




�

�



�

			

����� �� ��� 
��
			

��������� � 
��	 �

Example 5.17

.���� ��� �� � � � / � ��� � � �	

Proof. ������ ��� ��� / �	 +� ���� �� ����������� ��� � � �� ���

��� ��� ��� ��� �� �� � � � ��� � � �0

�� 
� � � � � � ��	

�� ��� ���� ��� � �� �� ��������� �����	
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Proof Strategies for Quantifiers

�� ���� ���� � � � � � � �� �	 ���
�	 ���� � � � �� ����	

���� ���� ���
������ ���� � � ��

���
�	 ��	� ���� � � ��

����	 ��� � � ����� ��	 ��	���	 �� ��	 ������������� ���� �	���

���� � � � � ��

�
� ���� �	��� ���� � � � �� � � �� �� ������
���� ���� � � ��

��	�	���	� �� �� � � � � � ��� ���� ��� � � �� �

Example 5.18

����	 ���� ��
�
� ��� �����

�
� ��� ��� � �������

Proof. ��� �
����	 ��
�
� ��� �����

�
� �� �	� � �	 �� ��������� ���
	�

��	� � ��� ������ �� � ��� �� �����

����	 � �� ���������� �	 ��� ���	� ���� ��� ��� �� �������

���� ��� ��� ��� � �������

��� �
����	 ��� ��� � ������� �� �	� � �	 �� ��������� ���
	�

��	� � ��� �� ����� �� � ��� ������

����	 � �� ���������� �	 ��� ���	� ���� ��
�
� ��� �����

�
� �

Exercise 5.18 (Solution on page 430)

����	 ���� �� � �� � 	 � ��	 �� ���� ��	� � � � � ��

5.6.2 Existential Quantification

�� 	!���	����� "
����#������ 
�� ��� �	��	�	��� � ���	�������$��#���	 ��$

 
������� ���	����% ���� � ��� �� ��
	 ��� ���� ���
	 � �� ��	 
���	��	 ��

����
��	 ��� ��	 ��	����	 � � �� �
��� �	 ���& �� ��� �� %	�	�����	 ��	

����� �����	%�	� ��� �� 
�������

�� ����	 � ����	��� �� ��	 ���� 
�� ���� �	 �		 ���� #� � ���
	 � ���

����� � ��� ����� �� ����	 � ���� ��	 ���� �� �
�� � ����� ��
� ��
� �	

�� ��������
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Proof Strategies
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���

����� �� � ���
���

���������� ��� ���� �

���� ��� ��������� ������ ���� ������������ ���	���� 	�� ��� ������������

���	���� ��� ��� ���� �� ����� ��� ��� ��� ���� �� ����� ��	� � ��� ��
��

��� 	� ��������	 �	
�� � ������ �	���� 	�� 	���������� 	���� �� �� �����

��� ��� ��� ���� �� ����� ��	� � ��� ��
�� ��� 	 ����
� ������ �	
�� �� ��

 � ��!� 
��� �� ��� �
����	���� ���	���� ��� ���"������� �� ������ 	 ���#

��	
��	���� ���� ��

� �� �� �� ��� 	� �!�������	
 $�	�����	���� ����� 	

������ %� � �	�� 	�����	���� ��	� ��� ��� �� ����� 	�� �� ���� �������� �

��
�� ����� ��� 	��������� ��	� � ��� ��
�� ���	��
��� �� ��� ������� �	
��

� �� ��� �������� �� ���������� ���� � �	� ����� ��	� � �� ����� ��� ���� ��

���� 	 ����� �

 
��� 	� ��

����

�

	




�

�
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���

����� �� ��� ���
���

��� � �� 	�����	��� 	�� 	����� � ����

�����

�



�

���

����� �� �
���

���������� � �� ����� �

Example 5.19

&���� ��	�� �� � �' (� ����
��)
�*( ' � ��� ���� ��

Proof. ��� � ' �*)
(�� ������� ��	�� ����� � �' (� (�� �' +� 	�� �� � 	��

��� ��	��������
� �������� �� + �� ������� ���

���� ��) '
�*) � )�(���

(�� ' ,�
(�� �

	�� �*( ' �*) * (��
(�� ' ,

(�� �
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Proof Strategies for Quantifiers

�� ���
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�
���

�
�
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��
���

�
�
�
���
�

�
� �� �

	
� �Æ����� ��
 ������ �
� �������� �� �� ������ � ��� �
�
 �

�������� � 
���� �� 
�� �� �� ��� �
� ��������� ����� � !� �
� �����

���"���# �
� �� �� �
���� �� ��$� � � ���
��� 	
� ������ � �
� ���� % ��

� �������� ��� �� % ��� � ���$�� ���$������ &��� �� ������ �� ��� �

����� � ���
 �
�� ���
��� � �# �� ���$�� ���" �
� �'������

� �� "�������� ���
 ���� �� (���) �� ��� ��� � �(���) � �� � �*

� �� ���������� ���"� �� ��� ��� (��� ����) ���"� ������� � �� ��� ���

(���� �� ����� ���� �� ���
 ����) �� ��� ��� � ���� � �(���)�
� +���� ���
 ��� �� (���) % ����� �
�� �
� ��� ��� �� �� ������

����� �� ,���# ���� �
� ���"�� ��������� �
�� � �� � % �� ����� ��

�
� ����� �� ���$� � � ���
��� �

Exercise 5.19 (Solution on page 430)

-���� �
�� ��� ����� ���� ��. �
��� � � ���� � ���
 �
�� �(���) � ��

/��
���
 �������� �
� ����# � ��0� ������� ��������� (��� ��"��"��

���� �������) �� �������� ��� �
� ������ ����� � �
�
 �������� �
� ����

�
�� ��� (�)* �
� "��� ���� �
�� ���
 � ����� ����� � ��� �
�� ����� �� ��

��"����������

Example 5.20 A Strange Proof of Existence

Fact: 	
��� ��� �������� ��"���� � ��� � ���
 �
�� �� � ��������

Proof. 1� $��� ���" 2��"��� 3�4 �
��
�
� � ���������

5���
��"���# ��
��
��

�
��

�

� ������� �� � � ���������

� &������
��

�
��

�

� �������� 6�� � � � �
�
��

	
�� � ��� � ��� ��������# ��� �� �
��

�
��

�

� ��������

� &������
��

�
��

�

� ��������� 6�� � �
��

�
��

�

��� � �
�
��

	
�� � ��� � ��� ��������# ���

�� �
���

�
��

�
���

�
��

�
�(��

�
�)

�
��

�
�
�

� �

� �������� �
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Proof Strategies

���� �� �����	
 ���� ���� 
�����
 �� ���� �
 �
��������
� ��
 ���������

�� ��� ��������� ���������� ���
�� � ��� � ����� ������� �� ����������

���	
�� ������
���	 ��� �
����� ���� ��
�
 ��������� ���
�� ��
�

Exercise 5.20 (Solution on page 431)

����
 ���� ��
�
� ��� �����

�
� ��� ��� � �������

������ �
�
� �� ��
 ����� �� ������
  �!"��

5.6.3 Uniqueness

#�
�
 ��
 ��� ��������
� �� ������	 � ����
��� �� ��
 ���� ���� ���$ ��


%��� �� ������	 
����
��
 ��� ��&
�
�� �
�����
��$ ��� ��
 �
���� ��

��������	 ��
�
 ��� ����
����

!� '���� ����
 ��������� � ��� ���

��� ��
� ���������� � ����
��
� ��� � � ���

�
� �(�

�
�

)� ����
 ��
�
� ��� � ��

�
� ���� � ( �

��
�

����
� ���$ ��
 ����� �����
	�
� ��
 �
���
� ���� 
������	 �����
	�
��

Example 5.21

����
 ���� ��� 
�
�� � ��
�
 �� � ��&
 � ��� ���� ��� ( ����

Proof. *
� � ( �
�� + !

�

#�
� ��� ( ��

�� + !
(

���� + !�� �

�� + !
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Additional Exercises
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Exercise 5.22 (Solution on page 431)

����� 
� 
��� �� � ������ �� � ���
 
�� ��� ����� �� �� � �� � ��

5.7 Additional Exercises

�� ����� 
�� ��� ��� �� ��� ��!"��� �� � � �# �� � � � 
�� � � �$ �
� �

�� %���!� 
� � ��& 	 ��� �������� ����� 
� �� �$	 �� ����� 
��

� ��& 	 ��� ��
�� "�
 ���� �� "�
 �&&�

'� %���!� 
� 	 �� �� ������� ����� 
� �� '	 $ � �� �� �&& �������


�� 	 !�� "� �� �&& �������

(� ����� 
� 
��� �� �� ���� ���!� ��!"�� ������ 
�� ��

)� ����� 
�
�

' �� �������� �

*� ����� �� &������� ���
 �� 
� ��  ������

��� 	
� ��! �� �� ������ ��!"��� �� ������ �

�"� 	
� ��! �� �� �������� ��!"��� �� �������� �

+� %���!� 
� 	 �� �� ������� ����� 
� 	� � 	�

,� ����� 
� �� 	 �� �� ������� 
�� 
� -�� &��� �� 	� !�� "� ��
��

. �� � �� ) �� *�

/� ����� 
� 
��� ��� �� ������ �� ����� � 
� ������� 
�$��� � �(�

�.� ����� 
� 0����"����� ���� ��� ���#

��� � 	 �� � �� � �� 	 �� � �� 	 ���

�"� � � �� 	 �� � �� � �� 	 �� � ���

153



Proof Strategies

��� ����� �	� 
��������

��� � � ��� � ��

��� �� � �� � �� � � � � � ���

��� �� � �� � �� � � � � � ���

��� ����� �	� 
��������

��� ���� ��� ����� � � ��� ��� � �������

��� ���� ��� ����� � � ��� ��� � �������

��� ���� ��� ����� � � ��� ��� � �������

��� ���� ��� ����� � � ��� ��� � �������

��� ����� �	�� �	� ��� �������	�� �� ������ ���� ��� 
��� ������ �����

��� �� �������

154



Chapter 6

Functions
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Basic Definitions
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Exercise 6.2 (Solution on page 431)
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Exercise 6.5 (Solution on page 432)
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Exercise 6.6 (Solution on page 432)
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Exercise 6.7 (Solution on page 432)
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Example 6.7
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Example 6.8
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Exercise 6.8 (Solution on page 433)
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6.3 Composing Functions
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Exercise 6.9 (Solution on page 433)
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Theorem 6.9
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Theorem 6.10
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Exercise 6.10 (Solution on page 433)

(���� 
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� )�*��
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� Æ � 	 �� ��

Exercise 6.11 (Solution on page 433)
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Exercise 6.12 (Solution on page 433)
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Theorem 6.12
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����� ����
���

� � �� � ��� ��� ���	 ��� 
��� ����
� �� ��
� ����
��� � � � � ��

Proof: )�

�	 ���� � � � � � �	 ��*��*��� ��� !� 	�� ����

�� � ��� & ��� �!� �� �������� � � � � � �	 ������	�

� �� � � range#�$ ��� � ' �#�$ ��� � ���+� ���� � � �� ��� � �!�

�#�$ �� � ���	 ���+� ���� �,
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Theorem 6.13 Schröder-Bernstein Theorem
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Example 6.13

��� ��� � �� 	�		������ �	������ �	 ���� ��	�� 
�	��	� ����� ���
� �

�	� �����	�� � ��� ��� � � � #
 $
 %
 � � � � �� 	�		������ ���	 �	�������

&������� ��� ��	
���	 � ' � � � �� 	�� �� ���� � $� ��������  ��(�
���	

���� � �� � � ����	�����	� ��� ����� �� �	 �
� ��� ��� )	�����* �� ���	

�	������ � ����� �� �	������� ���� ��(�
���	 
	 �� ��
����� � �������'

� ' # + $ , % - . / 0 1 +#

# $ % . 0 +# +$ +% +. +0 $#

� � �

��� 
�	�����	 ����	� ���� ��� ���� �"���� �� ���� ��� ��� �� ���

)	�����* �� �����	�� �� 	 �	 	��� ���� ����� �� �	 �
� 	 �	 	��� 	��2

��� �� ��(�
�� �	 �
� �� ��� ����� 	� � ��
� ����� �� 	� ������� ����


�	������	� ���� �� ��� ��� ��� 
���	�����

3�����	� ��� ��� ��� �� ���	 �	������ �� 	� ������ ��	 ��� ��� �� ��

�	������� �� �� ���� ��� �	� �	 	��� ��� �� � ��� � 	� ������ �	 �
��

���� �	 	��� ���� �� ����� ��	 ������� �� �"����� ���� ���� �� ���� ����

��� �������	� �� 	����	��

Definition 6.13

� ��� 	 �� ���� �� 	� finite �
� ��� ��� �
� ����� �� � 	��������

� ' �+
 $
 ,
 � � � 
 � � � 	
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Example 6.14
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�� � � � � � �
�����
�� ��
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	��� ��� �� ������ ��

���� �

���
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���
� �� � �� ����

��� �� � �� ���	
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� 	����
�� ����� �
�� ��� 
������ �� 	�������

� � � � � �  ! " # $ % ��

� � �� � �� � ��  � ! �!
� � �

&����' ��
� 	����
�� 
� ���(��(��� ��� ����) �� �*�' 
����� �
�� �++��

�,����' ���� 
� ��
� �
���

Exercise 6.14 (Solution on page 433)

-��� 
� ��� 
�*��� ��� � � � � �	 ��� �
����
�� � � � � � �
*�� 
�

.,�/+�� "�� 0

Exercise 6.15 (Solution on page 434)

1�*� ���� � �� � 	� ��' ��� ��������� ���� � ��� ��

���� 
�) �
*�� �
����
��� � � � � � ��� � � � � �) ���� ��� ��

�������� � �
����
�� � � �� ��

�� �� �,�/+�� �	 ��� �
2����� ������� ��������� ��� ����������� ����)

�� ����� ��� ���� ���� �� 	� /�� ��/��� �� ��� ��� ��/�� �
�� ����

���� ��� 
������3 ���� 
�) ��� ��� �	 ��� ��/��� � 
� ������������ ��
�

/�' ���/ +�	����' ����
���) �� ����� ��/��� ��� ��� ��/�� �
��� �������
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Exercise 6.16 (Solution on page 434)
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The Knaster-Tarski Theorem
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Exercise 6.17 (Solution on page 434)
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6.5 The Knaster-Tarski Theorem�
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Definition 6.17

��� � �� � ���� ��	 
�� � 0 � ��� � � ��� �� � ������� ���� ���� �������

�� � �� ������� �� ��

� � �� monotonic ��� ��	 ��
� ��� ���� � ���� �������� � � ��

� � � � �� � fixed point �� � ��� ��	 ��
� ��� ���� � ��
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Functions

� � � � �� ��� greatest fixed point �� � � 	�
���	 ������ � ��� �
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� ��� � �� � ���	 ���
� ���� ���� � �� �
	 � �� ����� ���
 � �����

���	 ���
��� �� ���� � � ���
 � � ��

� � � � �� ��� least fixed point �� � � 	�
���	 ������ � ��� �
	 �
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� �� � ���	 ���
� ���� ���� � �� �
	 � �� ����� ���
 � ����� ���	
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��� �� ���� � � ���
 � � ��

���� ��	� 
��� ����� ���� ��� ������ 	�� ���� �� ���� �� ������ ����

����� �� �� ��	�	���� ��	� ���	���� 	����� ��	�� 
��� ����� ������

Example 6.17

��� � � � � � 	�� ��
�� � � � ���� � ��� �� ���� � � 	�� ���� � ��

 ��	��� � ���� ��� �	�� 	 
��� �����

Exercise 6.18 (Solution on page 434)

!�
�� 	 ���"���� � � � ���� � ��� ���� ��� ��� � � � #� $ � %��"� �	� �%�


��� ����� %��"� 	�� ������� ���	���� ��� ��	�� 
��� ������

&�� �����%��� ������� ��%����� ���%� ��	� ���� ���	���� 	�� ��	�� 
���

����� ����� ��� '�������" ���"������

Theorem 6.18 Knaster-Tarski Theorem

�� � � � ���� � ��� �� ��
���
��� ���
 � ��� ���� �������� �
	 ���� ���	

���
��� ������������ ����� ��
 �� 	��
�	 �� ������

� ������ �
�
�� � � � � � ���� �� �
	

� ������ �
�
�� � � � ���� � � ��

Proof: (� %��� ���� ��� ������ 	���� ��� ���	���� 
��� ���� ������ 	��

��	�� ��� ������ 	���� ��� ��	�� 
��� ���� ������ 	� 	� ����"��� �)���"��� #$�

	�� #*+��

&� ���� ���� ��� G �
�
�� � � � � � ���� � 	� �� ��� &�����'� (�


��� ��'�����	�� ��	� G � ��G� �� ���%��� ��	� ����� 	�� � � G %� '���

�	�� ��	� � � ��G��

,���� � � G� -� ��� ��
������ �� G� ���� '�	�� ��	� � � � ��� ��'�

� � � ��"� ��	� � � ����� .��"� � � ����� /�������� � � G �	�

� �� ��� ����� �� 	�� ��"� ������ �� �� ��� '�������"��� �� � %� �	��

��	� ���� � ��G�� .��"� � � ��G� 	� ��0������

����� %� ��'�����	�� ��� ������� ��"������� ��	� ��G� � G�
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The Knaster-Tarski Theorem

����� ����� 	
��� �
� G � ��G�� �� �
� ������������ �� � �� 
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�
� ��G� � ����G��� �
�	 ���	 �
� ��G� �	 ��� �� �
� 	��	 �� �
�

����� �� 	��	 �
�	� ����� �	 G� �� 
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�  ����	� �� ��	� ���� �����	 �� � ���	�� �� �����

��"� �� "��� 
�� �� ������� �
�� ���
��� 
��� �� ������� ���� ��� ��

	��	��	 � � �� �� �� �
�	� �� �� ������� �
� �������� ��	�������	�

Theorem 6.19

��� ��� � � � �

�� ����� � ������� �	
 ����� � �������

�� ����� � ������� �	
 ����� � �������

��� ���� �� ��	 
�
��� ��� �������	��

���
�
��� �

���� � ������ �	

�
��� �

���� � �������

��� �� ����� # ������� ���	 ������ # ������

��� �� ����� # ������� ���	 ������ # ������

�
� �� ��� # � ���	 ������ # ����� �	
 ������ # ������

Proof: �� ����� ���� ��� �� 	��� 
������� ���������� �� ���� �� ��

�
� ���������	 �����
� 	 ������	�	 �$�����	� %&� � � %'(��

)�� �
� �	� �	�� ����� # �� 	� ������ ����� � ����� �� ����� � �������

)�� �
� ��������� �	�� 		���� �
� ������� � ����� �� �
� ������� �

�������

� ����� # ���������� � �������� # �������* ��

� ����� # ���������� � ��������� # ������� �

�
�	� �� ����� �� ������� �
� ��	� ���� ����� ������ �� � � �� ��

��������� ���� � 	����� ���� �
� ����� 	�� � ����� �� ����� �  ����

������ �
��
 �� ���� ���� �� ������+

� # ����� � ����� � ����� � � � � � ����� # ������� # �������

, 	����� ���������� 	����� ���� �� ����  ��� �	 �
�  ����	� ���� ������

�
�	 �	  ������� �� ���" �� �
� 	�� � �	 �����* 
������� �� � �	 �������� ��
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Functions

��� �������� 	�
�	�� �������� �� ���� ��	�� �������� ��� ����� ����� ���


��� ��	����

Exercise 6.20 (Solution on page 434)

��� � � � ��� � � ��� �� ��
��� �� ���� � � � � � ��� � � � � ��

!� "���� ���� � 	� �������	��

 � #��� ���� ������ ������� ��� �����	 ������� ��� ���� � � � �

$� %�����	�� ��� &���� ��� �������� 
��� ��	��� ������ ��� �������

6.6 Additional Exercises

!� '����	�� ��� ����	�( ������	�( ��� ����� �� ��� ��&&��	�� ����	����

��� ��� ����	�� ���� ���	��� �� ���� ��������	�� 	������ ��� &����

��	�� ����� ������� ���� 	��

��� ��� ����	�� ���� ���	��� �� ���� ��	� �� ���	�	�� 	������� ���

���	�� �� ����� ��� ��&���

 � ��� � � � !�  � $� ) � ��� � � ��� �� 	� 
 �( ��� &�� ��( �� ��� �� ��

����	��� ���� � �� � �	�� ��� ��&&��	�� �������

graph���� � � �!� 
�� � � ��� �$� 	�� �)� 	� �

graph���� � � �!� 
�� � � 	�� �$� ��� �)� �� �

graph���� � � �!� ��� � � 	�� �$� ��� �)� 
� �

'��	���� ��	�� �� ����� ����	��� ��� ���*��*���( ��	�� ��� ����( ���

��	�� ��� �	+���	����

$� ,	�� �� �����&� �� � ����	�� ���� � �� � ���� 	�

��� ���*��*��� �� ��� �����

��� ���� �� ��� ���*��*����

��� ���*��*��� ��� ����( �� ��	�� ���� ��� ��� ��� ��&� �� 	���&��

��� ��	���� ���*��*��� ��� �����

)� -	�� �&& ����	��� ���� � � ��� � � �� � � �!�  � $ �� '� ���� ����(

	��	���� ������� �� ��� ��� ����	�� 	� ���*��*���( ��� ������� �� ���

	� 	� �����

.� %�
�� ��� ����	�� � � /�� !0 � ��� !� ��� ���� � ! 1 ��!�� �

!��� � ��� �&& ���	�	�� 	������� �1 ��� ���� � � ������	��� "����

���� � 	� � �	+���	���
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Additional Exercises
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Chapter 7

Relations

�� �� � ����	
��� ����� ���� ���	 ����� ��	 ���� ����� ���� �����
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� # ������ ��� ��� �� 
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7.1 Basic Definitions

�� ����� � ������
� ���� ��� ����� ��� �� � ����
���� ���� ��

�'�	 �	 
( ) “student �, in course �, scored a grade of 
”

������ � ������ �� � ������
� �������� 
 ��
� ���� � � � � �� ����� ��

� �� � ��� ��� ���� �� �������� �������� �� ������� �������
��� � � ��
�

�!������ �'�	 �	 �( 
� ���� 
�� �� �� 
�� � 
� � ������ ��� ������ � �����

�� � 
 ������ �* �� ��� ����� ��� ��� ��
� ������� 
�

������ ) � '�	 �	 �( � � 
� � ������ ���

������ � ����� �� � 
 ������ � ��

+ -ary relation � 
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���� ��� ��� ������ 
� � ����� '���� 
�� � ,��� ( �����
� ���� � � � ���

F. Moller, G. Struth, Modelling Computing Systems,
Undergraduate Topics in Computer Science,
DOI 10.1007/978-1-84800-322-4_8, © Springer-Verlag London 2013

http://dx.doi.org/10.1007/978-1-84800-322-4_8


Relations

������ � � � � ���

��� ���� �	
���� ��� � ����� ��������� �� �� ������������ ����	����� ���

�������� ��� �	�
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Example 7.1

��� �������� ��
�� ����	���  ���	! http://www.imdb.com �� � "�	 ����

#���� �������� � �����
�� ��� �
�������������� ������ ����	��� � $��� ���

�% ���#�� ����������� #��� ���� � ����� ��� ������ ��� ���������� ���# ����

������  ���������� #������� ���������� ���!� �� #��� �� ���� ����� �����	����

���� �� ���� � ������� ��� ������

��� �������� ��� ��	�� �� ������ &�' ���������� ��� ����	��� � (����

)��� $���� ��������� ����� ������ ���� � �������� �������� ������ ��� ���������

���� �� � ������� � ��� ����������� ��������� �� ��	���� ���� ����
���� 	�

���	 �� � ������ � � ������ �� ��� ���� *(���� )���+� �� ��� 	� 
��#��

�� � ��������

��	�
��� � ������ � � � ��	�� � ��	��

�
�� ��� ����

������ , $�� ������-

� , ������� ���	��� ������������ �����-

��	�� , ����� � ������-

���������� ��� ./ �������  ����� 0�������!1

�/' ,  ��� 2� � '34. � 5��� 6������ � ������� 7���� !

�/. ,  �������	��� � '348 � 5��� 6������ � ������� 7���� !

���

�./ ,  59���� � ./'. � ������ 6���� � 5�� ������ !�

��� ���� ��� �� #���� ���� � ����	��� �� ��� �� �� 	���� :������� ;� ��

�������� #� ��� #��� �� :���� ��� ����	��� �� $�� ��� #���� (���� )���

$��� ���� <���� ������ ��� ���#�� �� ���� :���� #���� 	� � ���������� ���

� �������1

� , � � � ��	�
��� 1 � ����� <���� ����� �

, � �/4� �/&� �/=� �'/� �'' ��

Exercise 7.1 (Solution on page 435)

>������ ��� ���#�� ��� ����#��� :������ �	��� ��� �	�
� ����	��� � (����

)��� ������
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Title Year Star Director
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��	 ��� �0� 1��

����� '�

��!! ,���� '���� �� �" #�����$
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��3 /�� ���� 4��" ���� ��3� ,���� '���� 5��� #���

��� ����� ��

����� .���

��3� ��� ������� 6���� 7��"����

��� ��$�0�""� ��3� ,���� '���� 5��� #���

��� . 8�� $�  7��� ��3� ,���� '���� 5��� #���

��
 ��� ������ ������$" ��3! ��-�$�� ��$�� 5��� #���

��� ������� $� 7��� ��3� ��-�$�� ��$�� 5��� #���

��% #����� 4�� ���� +����� 9��"�� '�$�� �-0����

��� ��-���� ����� ���" ���! +����� 9��"�� ,����

�0�$$�" ����

��	 ��� 1���� 6"

��$ 4�����

���� +����� 9��"�� '����� .0$��

��! ��� .��$��� �� 
��
 +����� 9��"�� ��� �-����

��3 �"��� ,���� 
��	 ����� ���� '�$�� �-0����

��� :��$�- �; ����� 
��3 ����� ���� '�� /��"$��

�
� �2�;�� 
��
 ����� ���� �- '����"

������ ��	
 ���� ���� �����

	� ����� ���� ��� ���� �������� �� ����� ��������

�� ����� ���� ���� ���� �������� �� ��� 	 �!��

7.2 Binary Relations

Binary "���� ��# �$���% ��������� ��� ��� ��� ���� ��&�� �' ���������#

��� ��� �' &��������� �&�������� (����&�� ���� ��

� ����� ��������� � ����	 
����� ������� ��#
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� ���������	� ��������� � �� �	� �
�� 
� ������� ���
 ���

� ���	��� ������ � ������� �� ������ ���

��� ��� �������� �� ������ ��������
 ������� ��� ���� � � ������ ���� ��

���� ��� ���� ����� �� infix ����
 �� �� �� ����� ���� ��� �����

��� ��� �� � ��

� ������ ������� � � � � � �� ��� ��� � �� �� ������� �����
 ��� ��

���� � �� � ������� from �� �� � to �� �� �� ��� ��� � ��� � ���

�������� � �� �� source ��� target 
 �����	�����
 �� ��

� ������ ������� � � ��� ���� � �� � � ����� �� ���� � �� � �������

on �� �� ��� 	���
 �� ������� �� ���� � �� homogeneous 
 ������� �

������� � � ��� ��� � � � �� ���� � �� heterogeneous �

Example 7.2

�� �� ������� �� � ������ ������� �� �� ������ ������� � �� 	�� �!�

�� ����� ������	
��������
���� ������� � � � � � "

�  � ��� �� " � � � �

 � �#� #�� �#� $�� �$� $�� �#� %�� �$� %�� �%� %�� 	 	 	 �	

�� �� ������� �� � ������ ������� ���� �� �� 
 �� ������ � ��

������ ������� � �� 	�� �!� �� ������� � � 
 � � ����� ��"

�  � ��� �� � 
 � � " � ��� � 	������� ��

�� �� ������� �� � ������ ������� ���� �� �� � �� 	���� � �� �� 

�� 	������� �������� �� 	�� �!� �� ������� � � � � ����� ��"

�  � ��� �� � � � " � �� ��	��� �� � ��

Example 7.3

&��� ��!�� ��� �	� 	���� ��� 	�'�� �	� 	����( )���� ��!�� ������� �	� 	����

��� 	����� �	� 	����( *�!�� ��!�� ������� �	� 	���� ��� 	��	���� �	� 	����(

��� ������ ��!�� 	��	���� �	� 	���� ��� ��� �	� 	����� ����� ���������

	�� �� ������ �� �� ������ �������

����� � Children� Flavours

�����

Children  � &���� )����� *�!��� ������� ���

Flavours  �+������� ,��	����� ,�'��� ,������ -�� �

	�������� �� �� ��������� ������� �����"
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Binary Relations

����� � � ��������	
�� ������������

���������	������ ���������������

���������	������ ��������������
���

����	����������
��� ����	�����	
� ��

�����

����� � � ��� �� � Children� Flavours �

����� � ����� ��� �����  �!��� � �"

#�
 �����	
��� 
��� ����
��	 �� 
�� 
��
� ��
 �$ 
�� %������
� � ��&	�� '�

���� �� � ����� � ����� ��� �����  �!��� � "

Exercise 7.3 (Solution on page 435)

(�$����	) 
� 
�� ��
�'��� �$ ����� *�	� &��� �	 +���%�� ,"-� )�!� 
��

'�	��� ����
��	 ���	�
� � ���������	�� ��&	�� '�

���	�
� � � ��� �� � � �
��� �� ����� *�	� �	 � �"

*�	��� ����
��	� ��	 '� !��������� %��
������� '� ���.�	) ����.� ��		��
/

�	) 
�� ����
�� �'0��
�"

� � ��
���)�	���� ����
��	 � � 	�
 $��� 	 
� 
 .���� ���
 	�
������

'� ��%��
�� '� ���.�	) 
�� 
.� ��
� 	 �	� 
 ����/'�/����� �	� ���.�	)

�	 ����. $��� ���� �����	
 � � 	 �	 
�� &��
 ��
 
� ���� �$ 
����

�����	
� � � 
 
� .���� �
 �� ����
��1 �"�"� ���� 
��
 ��� �� � �"

� � ����)�	���� ����
��	 � � 	 � 	 �	 	 �	 
�� �
��� ��	� ��)�


���� 	�
������ '� ��%��
�� '� ���%�� ����	) ��
 
�� �����	
� �$ 	

�	 ���� 	�
���� $�����	� �	� ���.�	) �	 ����. $��� � � 	 
� � � 	

.��	�!�� ��� �� � �"

Example 7.4

��� ����
��	 ����� �$ +���%�� ,"2 �� %��
���� �� $����.��

�����

����

�����

�����
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������
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�
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�� ���� �� ����	 
��� � ���� � � Children �� � ������ � � Flavours 	�������

��� �� � ������

Example 7.5

��� ������ ������� � �� ��� ��	����� �
 ��� � ��

� ���� � �� �
�
�� �� �� � � �� ��� � �

�

� ������� �� 
����	��

�

��� � �

�� � � � �

�� ���� �� ����	 
��� ��� ��� � �� ������� ��� � 	������� � � ��

Exercise 7.5 (Solution on page 435)

��
����� �� ��� �������� �
 ����� ����  ��� � !"����� #�$% ���

���������	 � 
��	

�� ��� ��� �
 �" ������ 	�� ���� ���&�� ��� ���� �
 ����� ����% ��� ��'

 �� ��� �	� ����& �������� ����	� ��� 
�	������	� �� ���������	 ��


����	��

����	� � � ��� 	� � � ����� �� ����� ���� � �� ������  ��

���� ��� � 	��� 	 ����� �� ����� ���� �(


�	������	� � � ��� 	� � � ������� �� ����� ���� ��
��� 	 �� ��

)������ ����� �������� ��������& �� 	��� �� ��� ��� ���� ���������

��� ����
�� 	�� ��� �"������ ��� 	�& ���� ��� ����& ������� ����	�

� �� ��� ����	� ���� �
 �	� ������ �� ������ ��
��� ��� �����% ��� 
�� ���

����� �� ������ ��
��� �����
*�

+���� �������� ��� ���� �"������ �
 ����& ��������� �� ��� ����

�� ������ ����� �
 ����� ��� 	� ��� ���� � 	�� ����� �
 �����������%

���� 
�����% ������% �����% ����� ������ ��� !����� �������� � ��� ����
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�����������	 ���
 �� �
�� ������ �� �����
� ��� ������ 	�� ����� ���� ���

�� 	��� ���� �� 	��� ����� ��� ��� ���������	 �� 	��� ������� ����
���

����
��� 	��� ������� ����
��� ����
�� 	��� ����	� ����
��� ������� ��

	��� ����	� ����
��� �������

Example 7.6

�
 ��� �����	 �������� �� �
 ������ !����� ��� "��� ��� ��� �

��� �
�� ��� �
����� ���� ��� ������� !����� 
�� � ����
� �����#�

��� ���� 
�� �
� ����$ !�	� %���� ��� ��	� %� �� ������� �
 ��

�� �
� �#
� ��� �$

����� &
�
"��� ����!������ �����#�

������� ����� !�	� %����� ��	
�
�

�
� �� � '����	 ��  ���
�� �������� ���� �'� ������������ ���


�� �
 ��������#$


���	� &
�
�"��� ���� �������� �"��� ���� �����

�
�

����	� &
�
�!������ �������� �!������ ������

������ !�	�� ������ %������ ������ ��	�
�
�

��	�� &
�
�"��� ���� �������� �"��� ���� ������

�!������ �������� �!������ ������

������ !�	�� ������ %������ ������ ��	�
�
�

����	 &
�
������#� �������� ������#� ������

�������� !�	�� �������� %������ �������� ��	�
�
�

Exercise 7.6 (Solution on page 436)

��� �
  ���
�� �������� ������ �����	�� ����	� ��� ������� �� �
 ��� 

�����	 �� (����� )�*� ��� ����� �
 ����� ������� ����������	�

7.2.1 Functions as Binary Relations

+ 
�' ���� � �������� � $ � � � �� � �� ����#���� �� �����	 ��

���� �� � �� ��
 ���� �� �� ��� ���� �� �
��� *�, �
�� ���
 �

�������� �� �������	 ������� �	 ��� #���
$

graph��� & � ��� �� � �� � $ � & ���� ��
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�� 	��
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� � ��
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	�������� ������ ������
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 � � � �� ����
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� ���
�� ���
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 � � ��

����������� ��� ������ ����
��� � � ��� ���� ��
����� 
��� ������
�

������ � 	��
��� �� � �� ��

Theorem 7.6

� ������ ��	�
��� � � ��� �� 
� ���� �� � ����
��� ���� � 
� � ��� ���

��	� ���

� � � � � � � � �
�
��� �� � �

�
���

Proof:  	 
�� ����
��� � � � � � ��
����� 
�� ������
� ���� 
��� �� ��

����� � 	��
��� �� � � � � �� ������� ��� � � � 
� 
�� ���!�� � � �

��� 
��
 ��� �� � �� �������� graph���� " �� �� ����� ��� ��� �� � ����

��� �� � graph���� � ����� " � ��� �������	� 	
 graph�����

� ��� �� � � ��� �������	� 	
 ���

����������� �	 � " graph��� 	�� ���� 	��
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��� � ���


������ ��
��	� ���� �� 
�� ����� �	 ��� 	��
��� ���
 ��
��	� ���� �

7.3 Operations on Binary Relations

#� ���� ������ ������ ����
���� �� ��
��� ��
�$ ���������� � ������ ����
���
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���� ��� �������

�����
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���� 
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 ��	����
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����� 
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 ��������

�� ��
����� !�������

7.3.1 Boolean Operations

%� ������ ����
���� ��� ��
� ��	 ������� 
�� ����� ��
 �����
���� �� �� �������


� 
����� �	
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� ���	�����  � 
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���
���� 
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�� ����� �	 
�� ������

��� �	���� ����
�����
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�

�	� 
� � ������ �	� ��� ���� �	� �	� 
� � ������ �� �	� 
� ��	�����
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Operations on Binary Relations

�� ��� ���� �	
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���� ��� �� ����� �� �

�� ��� �
�������� �� ������ ���������� �� �����

����� ����� �
������ �� ���� �� ������ ���� �� ���� ���� ��� ��� �����

����� � ����� � !� ����� ��� ��"� ��� ������ ��� �	��
��� �� ��"�

�� ����� ������ � ���
�� �� �� �������� ������ � ����������� ����

#	��
�� $�%� ��� �� �������� ���
�� � ���	�����	� ���� #	������ $�&�

Exercise 7.7 (Solution on page 437)

'�� ��� �� ��� �� ��
������ �� �������� �������� �� �� ������� ��������

�� ��� �� ���������
��������
 �������� �� ���
��������� ��� �� �� ��� �

�� ������� ��������

�� � � ��� � � �
� � � � � �(

�� � � ��� � � �
� � � � � �(

�� � � ��� � � �
� � � � � ��

��� ��� �� ��������� ���������)

*� �� � ��

+� �� 	 ��

,� �� � ��

7.3.2 Inverting Relations

-���� � ������ ��������� �� ������� ��� ������� ���� �� �� �� �� ���� ��

������� �� ������ ��� ��� �������� �� �������� ��������� .�� �	��
��� ��

�

������ �� �������� �� �� ���������
��������
 �������� � �� �� ��������

�����
��������
 �������� 
 ��� � � � ��� ��� ���� ��� � 
 � ( ��� ��

�

������ �� �������� �� �� ������ �������� �� �� ���� �������� ��� � �� �


����� �� � ��� ��� ���� ��� � �� � ���� �� � �

-���� � ������ �������� � � ��� ���� � ��� � �� � ��� �� �� inverse

�������� ��� � � � � ���� � �� � �� ������ ��

��� � � �	� 
 � �
� 	 � � ��

!� �� �������� �� 
�������� ��
����������� �� �� �������� �� �� ��� ������

�� 
�������� ��
����������� �� ��� ���
�� �� ��������� �� ��������� �� ���

�� �� ������� ��� ��
������ ��� ����� ���� 
 �� 	 ���� �
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Example 7.7

��� ������� 	
 ��� �����	� ����� � Children � Flavours 
�	� ������ ��� ��

��� �����	� ������� � Flavours� Children 	
 ��� ����� 	
��

�����

�	��

�����

����

����

�	���

������

�����

��	 	���

!���

�������

�	��

�����

����

����

�	���

������

�����

��	 	���

!���

�	� ������" #�	��� !���$ � ����� ���� ��� ��� �	�� ����� ���� � �  ���"

%���� #!���� �	��$ � ������� ���� ��� ��� ���� � �  ��� �� ����� &� �	���

Exercise 7.8 (Solution on page 437)

'�� �� ��	�����" ��� ������� 	
 ��� ��	��� �����	�(

7.3.3 Composing Relations

�� %��� � �)�� �����	�� �	)��" �	���� ��)�� 	�����	� �� �	  	�&���"

	�  	��	��" �%	 �����	�� &� 
	��	%��* 	�� %��� �	����� +���� �����	��

� � ��� 
�	� � �	 � �� � � � �� 
�	� � �	 �" ��� composition 	


� �� � �� ��� �����	� � Æ� � �� � 
�	� � �	 � ��,��� �

� Æ� - � #�� �$ � �� � � � 	 � � �) � ���

#�� 	$ � � �� #	� �$ � � �


.
 %�  	������ ��� �� �	��� �����������	� 	
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Operations on Binary Relations

���� ���� ��� ������ �	 ��� ��
����� � ��� �� ��� ��� �� ��� ������ �	 ���

��
����� � �� ����� �� 	�� ��� ����������� �
�� ���� ����	�

� ��� ����� �	

��� ��
������� ��� ���������� � Æ� �	 ��� ��
������ � ��� � ���� ����
����

��� ��
����� � �� ��� ������ ��	��� ����
����� ��� ��
����� � �� ��� ����
�� ��

���� ������ ��� ��������� ��������� ���� ��� ���������� �	 	�������� �����

�� ���������  �!�

Example 7.8

� �����	����� �� � 	����� �	 � ������� ��� �� ��� ��� ���� ����������������

�� ����� ��� ���������	� ��
������

���������	� " 
��	�� Æ ����	��

#�� ����� �� ����� �� ����� ��� ��� ��
������ ����� ��� ����� ������� ��

��������� $�� �%��
�� � �����	����� �� � 	����� �	 � ������� ����� �� ���

��� ��� ����� �� � ������ �	 � 	������

����	� Æ 
��	�� �" 
��	�� Æ ����	��

Exercise 7.9 (Solution on page 437)

����� ��� ��
������ ���	 ��� �	��	� �� ���� �	 ���
�� ��
������� ���

������ ����� ��
������ 	�� ��� ���& 	��
� �	 '%��
� (� �

7.3.4 The Domain and Range of a Relation

)���� ��� ��
����� � � ��� 	�� � �� ��

� ��� domain �	 � �� ��� ���

domain*�+ " �� � � � � � � � ���� ���� *�� �+ � � 	,

� ��� range �	 � �� ��� ���

range*�+ " � � � � � � � � � ���� ���� *�� �+ � � 	�

#��� �� �� ���� ��� ����� �	 � ��
����� �������� �	 �

 �
����� �	 ��� ������

� �	 ��� ��
����� ����� ��� ��
���� �� �������� �� ��� ������ �� ��� ���

����� �	 � ��
����� �������� �	 �

 �
����� �	 ��� ������ � �	 ��� ��
�����

����� ��� ��
���� �� �������� �� ��� ������ ��

Example 7.9

-������� ��� 	�

����� ��
������ �� ����� ��
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������ � � ��� �� � � �� � ������ �	 � �

��	�
�� � � ��� �� � � �� � ��	�
�� �	 � �


��

domain�������� � ��� ��� �	 ������ �not ��� �	 ���

range�������� � ��� ��� �	 ������� �all �	 ���

domain���	�
��� � ��� ��� �	 �������� ������ ���� ���������

range���	�
��� � ��� ��� �	 ����� ���� � ��������

Exercise 7.10 (Solution on page 438)

����� ���� �	 � � � � � �� ��� ����� �	 � 	����� � � � � �� ���

domain��� � � ������ ��� ����� �	 �� �� range��� � range����

7.4 Properties of Binary Relations


���� ��� ������� ���������� ���� � ����� ������� � � ��� � ��� �� ���

�� �����	�� �	 ���������� ������� ��� ��� ���������� �	 ���������� ��������

�� ������������� ��� �	 ����� �� ����� � ����� � ���� �������

7.4.1 Reflexive and Irreflexive Relations


�� ��!����� ������ ��� ������
�� �������	 �� ��� ������
���	��������

�	 ������� � � ������ �� ���� �� ����� �� ������
���	���������	 �����	

����� �� �� �"��� �� �����	�� ��� � ����� �� ������
�� �����	� #�� � ������

$ � $ �� ���� ��� $ 	 $ �� �� ����� 
��� ��������� ��� %��� ���������

Definition 7.10

� �������	 � �	 � 
�� � �
 reflexive ��� �	 �	�� ��� ����� �����	� �� � �


������ �� ��
��� �� ��

�� � � ������

��� �������	 �
 irreflexive ��� �	 �	�� ��� 	� �����	� �� � �
 ������ �� ��
����

�� � � 	������


���� 	�� � ������ ��� ������
���	���������	 ������� � �� ��&� ����

����� ��� ������
�� ������� 	 �� ����&� ���� '��� ���� ����&� ��� �� ��

��� ���� �� �(��&� ���� �� �� �������� 	�� � ����� ������� �� ������ ����
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Properties of Binary Relations

��� ��� ��� ���	���
 �� ���	
����
 ���
 	����� ��� �������� ������� ��������

��� �����������

Exercise 7.11 (Solution on page 438)

�
 ��� �������� ������ ���	 ������
� ��� �������� ���������� �� ��������

���� ����� ��� �������� ����	�������

7.4.2 Symmetric and Antisymmetric Relations

�������� ������� �� ���
 
����
�
 ! �	���
� ����� �����
 ! � ������� 
�		�"

��� ������� ��� �� ���
 ����� �
 ��#����$ �� ��� ���� #��#���� �� ������
��

Definition 7.11

� �������	 � �	 � 
�� � �
 symmetric ��� �	 �	�� ��� � �
 ������ �� �

���	���� � �
 ������ �� ��

��� � � � %��� � ���&�

��� �������	 �
 antisymmetric ��� �	 �	�� ��� � �
 	���� ������ �� �

���	���� � �
 ������ �� �� ������ ��

���� ��� ���	 � ' ��

��� � � �
�
%��� � ���& � � ' �

�
�

(��
 ��� ���	#�� ��� ��������
 � ��$ � ��� ���� ����
�		����� �����

��� �������� ' �
 
�		����� %�
 ���� �
 �����
�		�����&�

Exercise 7.12 (Solution on page 438)

�
 ��� �������� ������ ���	 ������
� ��� 
�		����� ����
�		����� �� ���"

����� ���� ����� ��� �������� ����	�������

7.4.3 Transitive Relations

�� ��� ��	��� �
 ��

 ���� � 
����$ ��	��� ����� �
 ��
��� ��

 ���� � ����$

��	��� ���� ������� ��� )�
� ��	��� ���� ��
� �� ��

 ���� ��� ����$ ��	����

(��
 #��#���� �� ��� 
����	�� �������� �
 �	��$��$ �� ��� )��� #��#���� ��

������
��

Definition 7.12

� �������	 � �	 � 
�� � �
 transitive ��� �	 �	�� ��� � �
 ������ �� �

���	���� � �
 ������ �� 
��� � ����� �
 ������ �� ��

��� �� � � �
�
%��� � ���& � ���

�
�
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����� ��� 	
���	� ��	 �	������� � ��� � ��	 ���� ���������	�

Exercise 7.13 (Solution on page 438)

�� ��	 �	������ ������ ���� �
	����	 ��� ���������	� ���� ����� ��	 �	������

����	�������

Example 7.13

������	� ��	 ������� ������	� �� ����	� �	��������� ��	� 	��	�

!� ���� �� ��� �	"	
��	� �� #�� $���� ��� ������	� ���	��	 �� �	 ��	��

�$� �������� �� �� �� ���� ���	"	
��	�

%� �� �� �#��	���� �� ��#��	 �� ��������# � ������� �� 	��� �� ��	�� ���������

��	���# �� �� ��� �����#��	�����

&� '�����#� �� �� ��� ���������	� �� ���� $���� ���# ���� ��# 	���� $��

��� � ������� ���� �	 � ������� �� ��	��	��	�� (���� �� $	 ����$ ����)

��������� ��	 	���� ��# �	 � ������� �� � �	���� 	���� ��	 �� �������

� ������ ����	� $����� ������ ��*	�	�� ����	��+ ��� ��	 �	���� 	�)

��� ��# �	 � ������� �� #	� � ����� 	���� ��	 �� ������� � ������

����	� $����� ������ ��*	�	�� ����	��� �� ���� ��	������ ��	 ,��� ���

����� ������	� $���� ��� �	 ��������� �� ��	# �� ��� ����	 � ������

��	���

Exercise 7.14 (Solution on page 439)

������	� ��	 �	������� ��
��
����	��
�� ��� ��
�������
	� �	,�	� ��	�

	��	� �������	 $�	��	� ��	�	 ��	 �	"	
��	� ���	"	
��	� �#��	����� ����)

�#��	����� ���-�� ���������	� .�����# #��� ���$	���

7.4.4 Orderings Relations

/������ ������ �����# �	������� ������	 ��	 	�	�	��� �� ��	�� ������ ����

���	 �	��,� ���	����� '�� 	
���	 ��	 ����
	���
��
�����
	� �	������ �

���	�� ��	 ������� ����	�� ���� �� ����	����� �	0�	��	1 2 � ! � % � & � � � ��

3��	 ���� ���� ���	���� �� ����� �� ��	 �	��	 ���� ��# �$� ����	�� � ��� �

��	 �	���	� �� ��	 $�# �� ��	 ���	�1 	���	� � � � �� � � ��

��	��	� �� ��� � ��������� �����# �	������ �	,�	� �� � �	� ���	�� ��	

	�	�	��� �� ���� �	� �		��� �� $�	��	� �� ��� �� �����,	� �	����� �� ��	

��	���	� �	,�	� ����	� 3�������#� � ����
	���
��
�����
	� �	������ ������

�	1
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Properties of Binary Relations

� �������� � �	
 �����	 ������ �� ����������	
��������	 ������

� �	��
������ � �� � �� ����������	
��������	 � �	� � �� ���� ����������

	
��������	 �� ��	 � �	� � ������ �� ������

� ��	����� � �� � �� ����������	
��������	 � �	� � �� ����������	
�������

�	 �� ��	 � ������ �� ����������	
��������	 ��

�	 ���� ���� ���� ��������� ���	 ������ �	����� �� � ������	 �� �	

������	� ������	 �� ���	�� �� ��������

Definition 7.15

� ������ ��	�
��� � �� � ��
 �� � partial order �� ��� ��	� �� �
 �� ���������

��
������
���� ��� 
�����
���� �
 �� � total order �� ��� ��	� �� �
 �� �

���
��	 ����� �� ����� ��� 
�� �	����
� ��� ��	�
�� �� ��� ��� �� 
�� �
����

��� � � �  ��� � ���!�

Example 7.15

� "�� ������� ������	 # �	 �	����� �� � ������ ������ �� � �� 	� �

��� ������

� "�� ����������	
��������	 ������	� �	 �	����� �� � ��� ������ $��%

����� �� ��������� ������	 	 �	 �	����� �� 	� �  ��� �� ������!

������ �� � �� 	� ���������

� "�� ������ ������	 � �	 ��� �� � ������ ����� �� 	� � ��� ������

��� �������� � & � 	� � ' � �	� � ' � 	� � & ��

7.4.5 Equivalence Relations

( ��	��
 ������	 �	 � �� ��
 ����� � 	���	 �� �������� �����	 �����	�

�� �� ��� ���	�	� ���	 �� ���� ��	 � ��	����� �� �����	� �� ��

�� � �� �	����	��������� � �� ��
 ��� �	 ���� ��	�� ����������

(� ��� ������	��� ������ �� 	� � ��������� ������	 ���� � �� ���	��

�	 ���������� �����	 �����	� �� �� �� ����	�� �	 ������ �� 	� �

������� �����	 �� �� ��������� ���	�� ������ )������
� ���� � ������	

������ ��*

� �������� � �	
 �����	 ������ �� ��� ���� �� ������

� �
������ � �� � �� ��� ���� �� � ��	 � ������ �� ��� ���� �� ��

� ��	����� � �� � �� ��� ���� �� � �	� � �� ��� ���� �� �� ��	 � ������

�� ��� ���� �� ��
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Definition 7.16

� ������ ��	�
��� � �� � ��
 �� �� equivalence relation �� ��� ��	� �� �


�� ��������� �����
���� ��� 
�����
����

Example 7.17

� ��� �����	
� �����	�� � �� 	������� 	� �� ��
	��������

� ��� �����
������������
� �����	�� � �� 	������� 	� ��� �� ��
	�������

�����	��� �� 	� 	� ��� �������	�� �
���������� ��� �����
�� �����	��

� �� 	������� ��	�� �� �� �� ��
	������� �����	�� ��� ��	� ���� �������

�� ���� �� ��� ��� ��	�� �����	���

� ��� �����
 �����	�� � �� ���� 	� ��� �� ��
	������� �����	��� �� 	� 	�

��� �������	��

Example 7.18

����	��� ���	��	�� 
� � ��� � �� ������ 	��� ������ ���
�� ������	�� �� ���

����� �� ���	� �	������ ��� �������� ��� �� ��� ���
�� �	��� ����	�� ��

��� ����� ������ 	� � ����� �	������ 	� 	� !��������� "����� ��� ���
����

�� ����� ���� ������ ���
��� 	� ����� ��� ������ 	� ��	�� �� ��� 	� � ���

�����# ��	� ���
����� ����� �� ��
	������� �����	�� � �� � 	� ��	�� ���

������ ��� ������� 	�� ��� ���� 	�� ���	� �	������� ��� 	� ��� ���� �����$

� � � "�� �# $ � ��� � ���� �	������� 	� ��� ���� ����� ��

������� ��	� �����	�� 	� �����	��� �������	� ��� �����	�	���

Exercise 7.18 (Solution on page 439)

%�	�� �� ��� ������	�� �	���� �����	��� �� � ��� ����	�� ������& %�	�� ���

����� ������& %�	�� ��� ��
	��������& '����	� ��
� ��������

(� ��� 	����	�� �����	�� � � � "�� �# $ �� � ��

)� ��� 
�	������ �����	�� 	 � � "
��# $ 
���� ��

*� ��� ���	�� �����	�� � � � "
��# $ 
�� "
� )# ��

Exercise 7.19 (Solution on page 439)

����	��� � ��� � �� ��
����� ��� ��� ���� ��+	�� ���� �
���� �� ��
����

������ ���� � ��� � �� ��
����� ,��� ��� ������	�� �	���� �����	��� �� �$
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Properties of Binary Relations
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7.4.6 Equivalence Classes and Partitions
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Definition 7.20

� partition �� � ��� � �� � 	�

�	���� ��� � � � � � �� ������� ���������

������� �� � ���	� �������� 	������ �

 �� �� ���� ���
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��
�

��� �� � ��

��� ������� �� ��� 	�

�� ��� blocks �� ��� ���������� �� ��� ���� ���

��������� �� � �
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�
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�	! �� ��� ��	����

Example 7.20

'
 ��� �
%�
 ��
 �
������ � ���� � ��!�
 "�#$ &� !������� ��
 !
�!�
 �� �

��� (�� ��������� �� ��
 ����� �� ��
�� &����* &�� ��������� �� 
 � �
��*

��� ��
����� ��! ��� +, ����!- ��� 
 ��!�
* ��
 �� ��
 ����! ����� �����

�� ��� �
���
 �� � ���
 &������� � �� .
!�
�&
�� )�� �
� !�������� �� �

� ��
���� � �
%�
�
�� �� ��
 �������� ����
� !�������� �
%�
� ���� &� &����

������

Exercise 7.21 (Solution on page 439)

'��� � ��
 %�
� !�������� �� � 
� �* �� ��
 
�
 ���� �� ������ &
 �
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�

���� � ��/
�
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� ���
�* �
�� %�
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Definition 7.21
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Theorem 7.22
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 ��
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� � � �����

���
 �� ��
� ��� ���� ���� � ����� �

Exercise 7.23 (Solution on page 440)

(��� ��� ��� �#�������� ��������
 ������ �� ��� ���
� ��� ����
�
� 	�����

����
 �� � 
�� � ��������� �� !)����
� *�" +

Exercise 7.24 (Solution on page 440)

,�� ��� �������� � �� ��� 
�� � � �  � "� $� � � � � "- � �� 	�
���� �������
 ��
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Additional Exercises
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7.5 Additional Exercises
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Additional Exercises
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Chapter 8

Inductive and Recursive
Definitions
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8.1 Inductively-Defined Sets
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Exercise 8.1 (Solution on page 440)
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Exercise 8.2 (Solution on page 441)
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Exercise 8.4 (Solution on page 441)
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Exercise 8.5 (Solution on page 441)
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� ,,! � � ��

����� �� ��� �	��� � �� 	-�� � �	� � �
�� �� 	���	�� �� .� ��� �	��

*+� ���
���� 	 ����"�	�� ���� �� ����� �� ������
� ����������

)� 	����� ��	����� �� �	��	� ������� � ���� ������ �� ���� ��

%��� ( 	�� �� successor function ���� ! �/0� 1���� ������� �	� ��

�������� �� �� *+� ���	���

� ,,! ( � �����

2����� ��� ��	����� �� ������ 3 �� ����	��� ������ 	� ��������(�����

.�����
� ��������� �� ��� �� ���	��� ����������� 	�� 
��� ������

�� 4������ $������� .����� �� �	
� ���� ��
��	� 	���	��� ���� 	� ��

�� �� ����������	� ������5� ����� �� �	� ��� ����� ����	��� 	� ��������
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Example 8.5

��� ��� �� �	����
�
��� ��	��� ��� �� ������ 
�����
��� �� ��� ������

��� ���
���
�� ��� ����
���

�� true ��� false �	� �	����
�
��� ��	���� �� 
� ���	� �	����
�
��� ��	
�

��� � �

�� �� � ��� � �	� �	����
�
��� ��	��� ���� �� �	� ��� �� �� �� �� �� �

��� �� ��

 �	� ����
����� ��� ����
�� 
� � !"# �$���
�� ��	 �	����
�
��� ��	����

�� � ��% true � false � � � �� � � � � � � � � � �� � � �� �

&�	�� � 
� ��'�� �� 	���� ���	 ��� ��� �� �	����
�
��� ��	
�����

Exercise 8.6 (Solution on page 441)

(
�� �� 
�����
�� ����
�
�� �� ��� ��� �� ��	��� �� �	��
���� ��
��

!"# �����
�� ��� 
������� 
� �)*) �� +��� !��'�� ,��� ���	 �
��
���

�� -���	 "��	. �� ����� ��� �����/ �� ��� 01(21 �	��	���
�� ��������

�� ���� ������ � ������ �����	� �� ��� ������
/ �� �	��	���
�� �������

	���	���� ���'�� ��
� 
� ��� �� ��� ���� ���� ��� ��� �� �	��	��� ��
�� ���

�� �	
���� 
� � �
��� �	��	���
�� ������� ��� �� ������ 
�����
��� �	��

��� �����	���� �� ��� ��������

Example 8.6

��� ����
�� !"# �$���
�� ����	
��� � ��	� �
��� �	��	���
�� ��������

� ��% �:=� � ��;�� � if � then �� else �� � while � do �

#�	 	�����

��� ��
� 
� ���
��� 	����	�� 
� 
�� ����
�� �� ������

� ��% �:=�

� ��;��

� if � then �� else ��

� while � do �

�� ��� ������ � 
� ��'�� �� 	���� ���	 �	��	�� ��	
����3 ��� � ��� � 	����

���	 
�����	 �/�	���
��� ��� !����� �/�	���
���� 	������
���� ��
�� �����

����� �
 �
�
�	� �� ������ 
�����
���� ���� � �	��	�� 
� ��
� �	��	���

�
�� ������� 
� �
���	

� �� ���
������ ��������� 4�:=�5 ��
�� �������� ��� 
�����	 �/�	���

�
�� � ��� ���
��� ��
� ���� �� ��� ��	
��� �3 �	
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Backus-Naur Form

� ��� ��������	
 ���������� ���;��� �� ��� ��	

��� �����	� �� 	�� ���

����� ���� �������� ��� �����	 ��� 	�� ���� �������� ��� �����	

�� �� 	�� ���� �����	 �� �	� �����	���� ��

� 	 ���������	
 ��	����� �if � then �� else ��� ����
���� 	 ���
�	�

���� � 	�� ��� ��	

��� �����	� �� 	�� ��� ����� ���� ��	
�	��� ���

���
�	� ���������� �� 	�� ���� ������ �������� ��� �����	 �� �� �

��	
�	��� �� true� �� �������� ��� �����	 �� �� � ��	
�	��� �� false�

��

� 	 ���
� 
��� �while � do �� ����
���� 	 ���
�	� ���� � 	�� 	 ��	

���

�����	 �� ����� ����	���
� �������� ��� �����	 � ��� 	� 
��� 	� ���

���
�	� ���� � �� ����� ��	� ��� �� ���� ��	
�	��� ��� ���
�	� ����������

�� 	�� ���� ������ �����	��� �� � ��	
�	��� �� false� �� �������� ���

�����	 � 	�� ����	�� ����
� ���	����� ���� �����	
�	���� ��� ���
�	�

���������� �� �� � ��	
�	��� �� true 

!� ��	

 ���
��� ��� ������� ���� " ��� �������	
 " ����� �� ����	� ��

���� 
	���	��# �� ��

 	

�� �����
��� �� 	�� $�	��� 	����� 	�� �����	�

���� ������� � � �� �� ����� �� 	���� 	$������ %��� �� �

����	��� �� ���

��

����� ��	�
� 

%�� ��

����� �� 	 �����	 �� ���� 
	���	�� ��� �������� ��� �� ��

��� ���� � �������� ��������# � & ' ( ) ( * ( � � � ( � 

i := 0;

s := 0;

while i < n do

� i := i + 1;

s := s + i }

%��� +�
��� �����	 �������� �� ��� �	

�� �����	� ��$���� ���� ���

��������	
 ���������� ��$�
#

i := 0 ;

s := 0;

while i < n do

� i := i + 1;

s := s + i }

%�� ���� �� ����� �����	� �� 	 ���
� 	�������� ��	������ ���
� ���

������ �����	 �� ����
� $��
� �� ��� ��� ���� �	

�� �����	� ��$����

���� ��� ��������	
 ���������� ��$�
#

s := 0 ;

while i < n do

� i := i + 1;

s := s + i }
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������ ��	 
��� � ��	�	 ������� �� � �����	 �������	�� ����	�	��� ����	 ��	

�	��� ������ �� � ����	 ��� ��	 ��� � ����� �� � ������ ��������� �

�� �����	 �������	�� ����	�	��� �����	� ���� ��	 �	��	����� ��������

������ ��	 ���	 ������ ���� ��	��� ��� �� ������

i := 0 ;

s := 0 ;

while i < n do

� i := i + 1 ;

s := s + i �

�� �� ������	 � ���	���	� ���� ������ ���	�	����� ���	�� �� �� �������

�����	� ���� ��	 �	��	����� �������� ������ ��	 
��� �	��� ���	�� ��

�����	 �������	�� ����	�	��� ����	� ��	��	� �	��	�������� ��� ��	 �	��

�� �	��� ��	 ����	 ��� ��	 ��	�� ��� ���� ��	� �� �� ������

i := 0 ;

s := 0 ;

while i < n do

� i := i + 1 ;

s := s + i �

���� ���������� ��������� �� �����	���  �	!	�� ��	 ��	����� �� ����	���

��������� �� ��� ��	 ������ ������	� ����	� ����� ��	 ��� � ��	 ����	

��� "����� ��	�	� �� ���� �	 ������	 #��� ��	!	� ���	��$ ���� ��	

������ ���� �	 ���	���	�	� ������ �� ������

i := 0 ;

s := 0 ;

while i < n do

i := i + 1 ;

s := s + i

���� ������ % � ����	� ���� ���	���	����� � ��	 ������ % ���� �	����

��	 �����	�� �	���� � & �� �� ��	 ����	 �� ���� � ������ ��� ����	�	��

��	 ����	� � ����� �� �	���	� ���� !���	�

8.4 Inductively-Defined Data Types

'�� ���� ���	� ��	� �� �����	� ���������� �������	� ��	 �������!	��

�	
�	�� 	���	� �� ��	 �����	� #��	 ���	�	��� �� 	(����	$ � �� ��	 ���
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�������� ��� �	��
��� � ��� �� ������� ������� ��� �� ������ �� ���

�������� ��� ��������

� �� � �  � � � �

!� ��� �������� � ������ �"�� ������� �������� ��� ��� ����� ������

#�$ ��
������� ��� �
������ �� ����� �� ������� �� ��� ����� �� � ����

%���� � ��� � ����� ��� empty list �  &��� ��� �������� �� ����'� ��

� ��� ������� �� ����� � ������� ������ � �� ��� ���� �� � &�������'

��� �� ��� �	��
��� ��� ��� �(� )� * � ���� �
 �����"��� ������� ����

�  �� ( � ) � * � �  � ��� ������ ��� ����� �� ������ ���� 
���������� ��

( � & ) � & * � �  ' '�

+� ������� �� ����� ������ ��� ����� ��
� �� ���� �� ���� � ��� �"��,

����� � ��� �� ����� � ������ �� ���"� ��� �� ������ � ����� �"�� �����

������ ���� ��������

-� � ������� �	��
��� ��� ����� ���� � � ����� ���� ���� ����������

��� ��� �� ������ �����"��� �� ��������

Example 8.7

.� ��� �����"��� ����� binary trees ���� ��� �������� ��� ��������

� ��� � � �&��� ��'

%��� �� � ���� � ����� � leaf � �� �� in-

ternal node �&��� ��' ��� ��� ��������

�� ��� ��� ��� �	��
��� ��� ����

�&�&�� �'� �&�&���&�� �''� �''

��� �� ��
�������� �� ��� 
����� ������

�

� �

� � � �

� �

� �

%�� ����� ���� ������� ���� 
��"��� ��� ��������� �� ��� ���� �����/

����� ��� ��� ��
����� ���� �� ����� ���� � ���� ����������� ��� �	��
��� �

dictionary ���� �� ��
�������� �� � ����� ���� ��� ����� ������ � ���

&�������' ������ ��� ��� ������� ���� ��� ����� ������ � ��� ���� �������


������ &��
����������' ��� ���� ������ � ��� 
����� ����� ��� ��� �����

������ � ��� ���� ������� ������ ��� ���� ������ � ��� 
����� ����� ���

�	��
��� "��� ��������� ��� ������ ��� ��� �� �����

�0���� ���	� +�1��� -������

��� �� �"�� �� ����� �� ��� �������� ������
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� ����
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� �

���	
�

� �����

� ����

� ����

� �

Exercise 8.7 (Solution on page 441)

���� �	 �	
������ 
��	����	 ��� ��� ��� 
�����	��� 
��� ��������� �����	�


������ ���� ���� ��� 
��� ��������� ����
 �	�� 
��	� ��� ��	������ ������

����� ��� ���� ���� ��� 	���� ��� �����
 �	  �� �� ������!�� ��� ��
�� �� �

����	��� ����� ����� ���� 	�� �� ��"����
 �	 ��� 
��	����	�

8.5 Inductively-Defined Functions

#� ��	 �� ���� ��� �	
������ 
��	����	 �� � ��� ��  ����
� ��	��	��	� 
���

	����	� ��� ��	����	� �	 ���� ���� $�� ��	����	 �� 
��	�
 �� � ������	! ���

������ �	 ��� ����� �����	�� �� ��� ���% �	
 ���	 � ������	! ��� ������ �	 ���

�	
���������
��	�
 �����	�� �	 ����� �� ���  ����������
��	�
 �������

��� ���� ��% �	 �	�	��� ��&��	��

��� ��� ��� ��� ��� ��� � � �

��  ����
�
 �� � ��	����	 ����� 
����	 �� � % �	
 ��	 ����	 �� 
��	�
 ��

� ������	! ��� �	����� ����� �� �	
 ���� �����&��	� ����� �
�
�	 ����� �� ���

������ �� ��� � � ��

Example 8.8

$�� factorial function �' �� 
��	�
 �� �� ���  ��
��� �� ��� �	��!���

���� ( �� �)

�' * (� +� ,� � � � � ��

-��� ��������% �� ��	 �� 
��	�
 �	
�������� �� ��������

.' * (� ���

�' * �� /��(0' ���� � � .�	

$���% ��� ���� ��%
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Exercise 8.8 (Solution on page 442)

������ ��� ���� ��� ������ �� ��� �������� �
�
������ ���������� ! "

�� � 


�
�
� �

��� # �� � 	

���  �� ����$���� ���� �������� �� � �������� �� �%

Example 8.9

&�� harmonic numbers �
�
��� �������� ������ ! 

�
�

� 	
	 # 	

� # 	
� # � � � # 	

�

��� ��� !� ������ ���������� �� �������'

�� � 
( ���

�
�
� �

��� # 	
� ���� � � 
�	

Exercise 8.9 (Solution on page 442)

������ ��� ������� ��!�� �� ��� ��� ��������� ���������'

Example 8.10

&�� Fibonacci numbers ��� ������ ���������� �� �������'

�� � 
(

�� � 	( ���

�
�
� �

��� # �
��� ���� � � 	�	

&��� ��) ���� ��!�� �� ���� �������� �� �!������ ! �����$ ��$����� ���

�������� ��� ��!��� �� ��� ��������' &�� ���� ��� *�!������ ��!��� ���
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�� �� �� �� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ���� ���� � � �	


�� ������� ������ �� ���� ���� ��� ������� ������������� ��������

�� ���� ���� ������� !��"� # �� ���!���� $�#������	 $�#������ "�

����������� �� %������& ��� �� �� ��� ������ '����()��#�� �������  (

��� �� *���%�� � �� ����������� �� +���� �������� �����&� �� #��! ��

���������� Liber Abaci ���� ���� �� �	
��
	����� "���� "� %�#�����

�� ��� ���� ���� ������ 	 
�� $�#������ ���#�� �%%��� �� ��� ������� ��

��� �����"��& %��#��� %��� �� ��� #��!	

Exercise 8.10 (Solution on page 442)

,�%%��  �� ���� � %��� �� ��"(#��� ��##�� �� ��� ���� �� ����� �� ���

���� ���� %��� �� ��##�� %������ � ��" %��� �� ��##�� ����� � ����� ���

���� ����� ����������	 '�" ��� %��� �� ��##�� "���  �� ���� �� ��� ����

�� ��� ��� �����- ./��! ��� ��� 0�� ��" ����� ��� ���! ��� � %������	1

�� � "���� ���!��& ���� �������� �� ��� �#��� ��������� ��0������ ��

�������	 ) ��� ������� ���#�� � ��� ��0��� ���������� �� ���� ��

2��� � ��� ��� successor function �.�1 3 �4�� �������� ���� ���� ���

�������� ��0��� ���������� 	 
�� �#��� ������� ��� ��%�� �5��%���

#�� ��������� ��� #� ��� �� ��0�� ���� ���%������� �������� ���� 6��

�������	

Example 8.11

7 �������& �� ��� ��������� ��0������ �� ��� ������� ���#��

� 883 � � �.�1	

� &���� �� %�&� ��9� "� ��� ���������� ��0�� ��� ��������

��� 8 � � � � �

"���� ��� �"� ���#�� � �����"8

���.�� �1 3 �: 	��

���.�� �.�11 3 �.���.���11�


�� 0�� ����� ����� ���� ���� �4� 3 �: ��� ��� ������ ����������

����� � ��� %����� "� �� "�����& "��� "� "���� ���� �������� "���� �8
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Exercise 8.11 (Solution on page 443)
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#� ��� �� ������ ����� �������� ��������$ ���� ��$ ��������$%

������ ���" &�� ������� ������� �������� ��� ��������$ ������ ���

��������� �� ��� ������� �������� �� ��� �����"

Example 8.12
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Exercise 8.12 (Solution on page 443)

��� �� ������� ������� �� ��� ������� ����� ���� �������� ���

��� �� � ��� � �� �������" +�� � �� ����$ ���� ���(,� �� �)� � ��"

Exercise 8.13 (Solution on page 443)

&�� append ������� �� 		�� -��� ��� ���� �� ��� �� ��'�����" .��

�*����� (�� �) 		 (�� �� /) � (�� �� �� �� /)" ��� �� ������� ������� �� ���

������ �������"
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Exercise 8.14 (Solution on page 443)
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8.6 Recursive Functions
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	��
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�����	� "$ ���� ) ���* +� * +, �� �
�� ����  �-� "� �	����� �	�� ��$��� �	

	����� ���� ) ��+� * + ) ���� * � ) ��.� * . ) � � ��

Example 8.14

/0���
$-� 1+&�����	� � 2 � � � �� ������ �� �	��	 ��

���� )

��
�
�� +�� �� � � +��,

�����* ++��� �� � � +���

3
�� �����	� �� ���������$ ������� "�� �	� ���������$ ������� 4����� 	�

�
��� �� �� ��Æ��� ���� �	 ��� �
�� �
�� �������	� ��  ���&�	����� ' �
�� ���

�
�� �� ���� ������ � ����� �	� ��
 ��������� #� ����� ���� ���� ) 1+ �	�

��
 � � +��� ��� ���� ) ��+� �	� ��
 � � +���

Exercise 8.15 (Solution on page 443)

5�	�� �
�� /0���
$-� 1+&�����	� �	�� ������ ������$ ���� ) 1+ �	� ��


� � +��� ��� ���� ) ��+� �	� ��
 � � +���

Example 8.15

0	������ �
� �	��	 ��� �����	� � 2 � � � �
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8.7 Recursive Procedures
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Example 8.16 Insertion Sort
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Exercise 8.16 (Solution on page 444)
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Example 8.17 Merge Sort
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Exercise 8.17 (Solution on page 444)
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8.8 Additional Exercises
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Chapter 9

Proofs by Induction
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9.2 A Primary School Induction Argument
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Exercise 9.2 (Solution on page 445)
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Exercise 9.3 (Solution on page 445)
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9.3 The Induction Argument
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Exercise 9.4 (Solution on page 446)
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Exercise 9.5 (Solution on page 447)
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Exercise 9.6 (Solution on page 448)
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/� � �%(���� ��� 0%(����  ���( �

Proof: 1� ��������� �� ��

Base Case: - �%(����  ���( ��� � 0%(����  ���( ��2� �( . (�����
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Exercise 9.7 (Solution on page 449)
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 ��	� �� �	����

��	� 	 /��� ��	��	� ��� ���� �� ���� 
��
 ���� ������
 �����
������ 
��
�

��������� �
 �� �����
� ������	��� �� 0������� ,������ ����� 	 ���	�

�	�� �� ��� �)$���
 ����� 
���� 	�� ���������� ��1���� �� �
 �����	���

��	� 	 0������� ,������
� )� �������	)�� ���� �������� ��	
����� �� ��*

��� �� )� 
����

��� ���� ��
������ 	�� �����
�	����� ��������� 
�
���
�
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��� �������	
 ������� �	 ������� �� �����	�	
 �	�������� ����� � ������

���
����

Exercise 9.8 (Solution on page 449)

��	����� ��� �������	
 ����� �� �������� ���
��� �����

function ����

if ��� then return �

else return ������  !�� �

���� ���
��� ���� �������� ��� �������	
 �	��������"��#	�� ��	����	�

���� �

�
�� �� ���

������  !�� �� �� ����

$���% �� �	������	 �	 �% ���� ���� � �� ��� ��� � � ��

9.4 Strong Induction

&	 � ����� �� �	������	 �� ����	������ ���� ���� �������� ����� �� ����

	����� ����� �	 ��� ���������	 ���� ��� �������� ����� �� ��� ��� �������

	������ '������	���� �� ��� ��	� �� ������ ���� ��� �������� ����� ��

����� ������� 	������% 	�� (��� ��� ������� 	������ )	 �����	���� ����

�� �	������	 ����� ������� ���� �� strong induction ����� ������ ��� ��

���� ���� � �������� � ��� �� 	������ 	������ ����� �� ��� 	������ 	������

�� ����	������	
 ��� �������	
�

� � ��� ����� ��� � ���	��� �� ����� ��� ��� ���* ���� ��%�
���� � � ���

�
� � ����

+�� ��� ���� ��	��� �� ���� ���	�� ���� �����	�� �� ��� ���� ����, &	 ���

���� �� ���% ��� ���������	 ���� � ��� ����� ��� ��� ����� ��� �� ������%

��	�� ����� ��� 	� ���� �����% �	� ��	�� ���� �	� ������ �	���������� ���

���� ���� �� ����	������	
 ���� � ��� ����� �	��� 	� ���������	�

Example 9.8

-��

���� �

�����
����
�� �� ���*

! � ���	!�� �� ��� ��	*

������  �� �� � ����
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Fact� ���� � � ��� �	��
 � � ��

Proof: 
 �������� ��������� �� �� ������� �
 ����� �� ��� ����������� ��

��

���: ���� � ��

��� even: ���� � � � ������

� � � ����� � �� ��� �������	�


� odd: ���� � ������ � �

� ����� � � � �� ��� �������	�


�

Exercise 9.9 (Solution on page 450)

���	�� �
 ������ ���������� ���� �	��
 ������� ��� �� ������  ��!� �� �

 ������ ��  ��!���

"��� ����#�� ���������� $��� �� %��#�� �	�� ���� 
���� ���� �� �������� ��

�� ��� ��������� ���	��� 	� �����������

9.5 Induction Proofs from Inductive Definitions

&� ���'�� ���#��� ��' �� ��$�� ��������� �������	�#
� ����� ��� (��!����

��!���� �
�
�%)�! #� *�+� ��� ��� ,�������� ��!���� �%)�! #� *�����

-��������  ����� ��� ������##
 ���� �� ������ ����� ���� �������	�#
.��$���

���������� �� �	������� �
 ��� ��##�'��� �)�! #���

Example 9.9

Fact: ,�� �## � � ��

�� � �� � �� � � � � � �
�

� ������
�
� ��

Proof: 
 ��������� �� ��

Base Case �� � ���

�� � �� � �� � � � � � �� � � � ������� � ��
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Induction Step: �� � ���

�� � �� � �� � � � � � �
�

� ��� � �� � �� � � � ��
���� � �

�

� ��
��� � ����� � �

�
��� �������	
 �����
����

� ���
�
�

�
��� ����� � �

�
�����
 �

�
� �

��� �
�
��

� ������
�
� �� �

Exercise 9.10 (Solution on page 450)

�	
�� �� �
	 ��� � � � ��� ��� � � �� �
�
��

�
� ���

� �

�
 ��� �� �������� � � � ��� �	
���� �� 	���� �� ������
� 
� ��

Example 9.10

Fact: �� � �� � �� � � � �� �
�
� �

��� � � �
	 ��� � � ��

Proof:  � ������
� 
� ��

Base Case �� � ���

�� � �� � �� � � � �� �� � �� � � � �� � � �� � ��

Induction Step �� � ���

�� � �� � �� � � � �� �
�
� �

���

� ��
��� � �� � �

��� ��� ��
 �������	
 �����
����

� ��
��� � �

����� � � �
��� � � �

Exercise 9.11 (Solution on page 450)

!�
"� �� ������
� 
� �� ��

����
� � ����

� � ����
� � � � � ��

�
�� � �

�
�
���

�
	 ��� � � ��

#� ���� ���� �� �� ���� ���� ��� �� �
�� ����� � 
��	 ��� ��

$��	� �	� ���
 �������� �� "���� �
	� ��� 
�� ���� ���� �� 	�%��	��� &

������ �'����� 
� ��� �� �	
����� �� �� �
��
"����
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Fun with Fibonacci Numbers

Example 9.11

Fact: ��� ��� � � � ��� 	�� ��� � � 
� �
����� � �

�
�
���  �

��������

Proof: �� ������ ����� � � �� ����� ��� �� ����� ��� ������ �� ���������

�� ��

Base Case �� � 
 ! ������ � �
��� � ������  �������

Base Case �� � � ! ������ � �
�

� �
���  �

��� � ������  �������

Induction Step: �� � � !

�
����� � ����������  ����������

� ��
�������  �

�������  ��
�������  �

������� 

��� ��������� ����������� ����� 

� ��
���  �

��� ����  ��
���  �

��� ����

� �
�
�
���  �

������� �

"�� ����� ����	 ��#����� ��� ���� ������ �� ��� ��������� ���������� ��

����$�� ����� 	�� ��� ��� ������ ��
 ��� ���� %	 �� ��� ����� ����	 ��

���� �� ��� ���� ���� 	�� � � 
� ��� �� ��� ��������� ���� �� ��� �� �����

	�� ��� ����� �	 � � 
 ��� ����������� � � � � ���� ��� ������ ���������� �	

��� ��������� ���������� ����� �� ������� �� ��� ���������� �������� �����

� � ��

9.6 Fun with Fibonacci Numbers�

%� ���� ������� �� ������� ����� �������� ��������� ��&������ ��������&

��������� ��������

9.6.1 A Fibonacci Number Test

'������ �� ��� &���� �� ��������� �������� ����&�� � ��� ��$�� ������� ��

��� �� �� � ��������� ������� ��� �������� ��� ��&�� �� ��������� �������

�� ��� ��� ������ (
) �� � ��������� ������* "�� ���� �������� ��� �� ��

��� ��� ��������� ��������� �� ������� ���������� ��������� ������� �����

�� ����� ��� + ���� ��$��� + ������ (
)� "��� ��� �������� ��� ���������,

�� ��� ������� ��� ��� 	�������& ������ ����!

� �������� �	��
�� � �� � ���	���� 	����� ��� �	� �	�� ���

(�� � - �� � ������� �������
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��� �����	�
 ��� � � ������� ������
 ��� � � �� �� � �� � ��� ��� ���

� � ������� ������
 ��� � � �� � � � ��� � ���� �������
 ��� � �� �

������� ������
 ��� �� !�� � � ��� � � �" ��� � � �� �� � #� � � ���$�� 

�%�����

��� ��� 	���&����� �����	� � � ��� �����
 � $�� ��	��	� �� '�(� ��'��

 �		� ��  !� � ������� � ���"���
 ��� ������)  !� �%���� ��� ��  �� )���

�� ���"�*���
 �� ��� � � � �	���	( �� � ���$�� �%����� ��� � � ���� � � �

���"���
 ��� ������)  !� �%���� ��� ��  �� )��� �� ���"�*�#�
 �� ��� ��

� �	�� �� � ���$�� �%����� +!���$���
  !�  ��  �		� ��  !� � � ��� � �� 

� ������� ������� ,�  !� � !�� !���
  �� �)  !� ��	�� ��"�*
 � $��

��	��	� �� '�(� ��'��  �		� ��  !� � � "�*� � � � �#"*��"
 ��� ������)  !�

�%���� ��� ��  �� )��� �� ��"�� �  !� ���� ��� � � � � ���$�� �%����


�����)  !�  !� ��	�� ��"�* � � ������� ������ -����� ��� � "�*.�

+!� $�		���)  �� �������� ������  !� ���� $��  !� ��)����  !�  !�

 �� � ��	��

Exercise 9.12 (Solution on page 451)

/!��
 �( ���� �� �� �
  !� $�� �		 � � *  !� ��� -�� �. � -�
�
� �

���.

�� �0��  !� �%�� ��

�� � �� � �� � ���

Exercise 9.13 (Solution on page 451)

/!��
 �( ���� �� �� ���
  !� $  !� ��� -�� �. �$ ��� �� � �)��� �� �0��

 !� �%�� ��

�� � �� � �� � ��

 !�� -�� �. � -�
�
� �

���. $�� ���� � � *� -�� 1 ���  !� ���� �� � ��
 �!��

 !�  !� 2���		��3 ��� �� � �)�� ��� -���� �. �	�� ������� � ��	� ���.

Theorem 9.13 Fibonacci Test

� �������� �	��
�� � �� � ���	���� 	����� ��� �	� �	�� ��� ����� �� � �������

�������

Proof: 4� � �� �( ����		�)  !� quadratic formula �!�! � � ��  !� 

 !� %����� � �%�� ��

��� � �� � 	 � *

� ��	��� �(  !� $�		���) ��	��� �$ �1

� � �� �
�
�� � ��	

�� �
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�� ������	
��� �� � ����� ������� ��
	� � �� ��� �	������� ��	����

�� � �� � �� � ��

�� �
��� �� ��� �

���� ������� ��
	� � ��

� �
��

�
�� � ���� � ��

� � ��
�
 �� � �
� !

"� #$������ %!��� �� � � �
�
� ���� ��� ��
	� � � ����� �� ���� ��&	
� &	��

�� �
���� ��& ����� �� ��� ���	�� ����  �� � � &	�� �� � ������� ��	���!

'������
�� ��  ���� �� � ������� ��	��� �� �&� ������� ������� �� ����

��� ��
	� � � ����� �� ���� ��&	
�� 
�(� �� &	�� �� � ������� �������� ��

����� ���� #$������ %!�) ��

� 	� ���� � ��� ��

 �� �� &	�� �� � *�������

�	&���! �

9.6.2 A Carrollean Paradox

+�� �

���� ���	
� �� (��� �� '������,� ��������!

Exercise 9.14 (Solution on page 452)

-��� �� ���	���� � �� ���� ��
��� � �

�
�
��� � ����� �� �

 � � .!

'������,� �������� ��&� ��� ����� � � ��&	� �	//
� ������� �� 0����

'���

! +�� �	//
� �� ��������� �� ��� �

���� �$������!

Exercise 9.15 (Solution on page 452)

+�(� � ��	��� ���� ����� ��� 1 	���� 
��� �	� �� ��� �	� ������� ���

������
�� ��� �� �	����
�����
��� ��� ��������� ����� �	� ������� ��� �

�������
� ���� ����� ���  	���� ��� �) 	���� 
�� �� ���� �����

�

�

�

� �

�

�

� �

�

� �

�

+�� ���� � ��� 1�1 ��	��� �� 2� ��	��� 	����� �	� ��� ���� � ���  ��)
�������
� �� 2 ��	��� 	����3 4���� ��� ��� �$��� ��	��� 	��� �&� ��&5

+��� ��&� ����&��� ��	�� ���� ��� ��	��� ���� ����� ��� � 
�����

��(�� ��& ��� *������� �	&����! *� �$�&�
� ������� ��� �

����

�)��) ��	��� �	� 	� ��� ���������� ��� �� 1��� �������
��
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��

�

�

� �

�

�

� ��

�

�� �

�

�� ���� ���	
 ��	 ��	� � ��	 �����	 �� ��� �����	 �����
 ��� ��	 ��	� � ��	

�	������	 �� ��� �����	 �����
 �� ���� ���	 �	 ���� ��	 �����	 ����� ��	�	

��� �� ���

9.6.3 Fibonacci Decompositions

��	 �����	 ����	  ������������ ��	��	� ����	� ���� ��! "�����#	 ���	�	�

� ��� � �����	 �	���"������� ���� ��	 "������ � "���	 ����	���  ��

	$��"�	
 ��	 ����	� �%&�' �	���"��	� �����	�! ���� ��	 "������ � "���	�

�� ������(

&�' % ) � ) � * � �&�

��	 "��� � ���� ��	��	� �� �����	� ��� �! ��������� �� �
 ��� ��� �	 ����

�� ��! ��� ��	 ���� ����� ���	��� �		�	��	 ���+� ,	�	
 �	 "�	�	�� � �������

�	���"������� �	���� ����� �	 ����� -�� ��	�� ���	��

Example 9.15 Zeckendorf’s Theorem

Fact: .#	�! ���	�	� � � / ��� �	 	$"�	��	� �����	�! ��

� % ��� 0 ��� 0 ��� 0 � � � 0 ���

��	�	 /� �� � �� � �� � � � � � ��� 1,	�	
 �� � �	��� ���� � � ��)�2

 �� 	$��"�	
 �// % & 0 � 0 �� % �� 0 �� 0 ����

Proof:  ���� �	 �	��������	
 �! ��������� �� �
 ���� �� ��� � � �


��� 0 ��� 0 ��� 0 � � �0 ��� � �����

��	�	#	� /� �� � �� � �� � � � � � ���

Base Case 1� % �2( ��� � ����� �� �� � ) ����	 /� ���

Induction Step 1� � �2(

240
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��� � ��� � ��� � � � � � ����� � ���

� ������� � ��� ��� �������	
 �����
����

� ����� � ��� �����
 ���� � ��� � ������ � �����

� ����� ��� �
�������

���� �	 � � ��� � ��� � ��� � � � �� ��� 
����  � �� � �� � � � � � ��

���� 
� ���� ���� ���� ��� � � � ������

��� ���� ������ ���� 	����
� �� ��������� �� � � �

Base Case �� � �� ���������  � ��� � ��� � ��� � � � � � ��� �

Induction Step �� � �� ��� � �� ���� ���� �� � � � ����� ����

�� � ��� � ���� � �� � �����

�	 � �� �� �� ����������� �� �� �����! ���� �� ��� ����� ������! �� ����

�� ��� ������� ��� ���"���� �	 ��� ���������

#�� ���� �� ��� ��������� ����������! �� � ��� �  ��� �� �$�������

��� ���� ��

�� � ��� � ��� � ��� � ��� � � � �� ���


���� � �� � �� � �� � � � � � ���

%����������! ����� ��� � ������ � ����! 
� ���� ���� ���� ������!

���� ���� �� � ��

��&��" ���� � �! 
� ���� "�� ���� � �� �$������� ��� ���� �� ���

�� ����� 	��� ��

� � ��� � ��� � ��� � � � �� ��� � ����� � �

9.7 When Inductions Go Wrong

'� "��� ���� � 	�
 �$������ �����������" ������ ���(������������ ��� ���(

����������� �	 ����������

Example 9.16

��� � � �� � �� ��� 	������� 
���� �� ��)��� ���

� ��� �

��
�
��*� �	 � � +

� �� ���,��� �����
����
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�� ��� ���	 
��
 � ���  � ��� ��� � � �� �� �� 
���� �
 �� 
���
��� 
� ���

�����
��� �� � �� �����	��

Base Case ��  ��� � ���  � � �  ��

Induction Step �� � ��� � ���  � �� ������

 � ��� ��� �������	
 �����
����

 � ��� �������	
 �����
����

����� ��� 
	� ������ �� 
�� ��� � �������
� !���
 �� ��� �� � � � 
���

��� � � ��� 
�� "��
 �����
� � �#��
����� �����
 �� �������� $������# 
��

����� 
��
 � ���  � ���
����# �����%
 �����	 ���� 
�� �����
� � �#��
�����

������ � � �� ����� ����� �
���� ���	 
��
 
� ��&� 
�� �����
��� 	��& 	�

���� 
�  ����# � range �� ���� ������ �����#� � ���  � ��� � � � � ��

'�
����� 
�� ����� �� 
��� �� 
�� ��� � ()������ 
�� �������
 ������
��

������
��
�� ��	 ���# �
 �� 
� ��&� ������
���
� �������
� 
� ���& �� �

������ *� 
�� �
��� ����� 
�� �����	��� �)������ ������
��
�� � ���
��
�#

����� ����� 
� �� 
��� 
������ � ��������# ��������� �����
��� �������
�

Example 9.17 Sorites Paradox

+������� 
�� �����	��� ,�����- 
��
 ��������� �� ��
 �)��
�

Claim: !�� ���� � � �� � ������ �� ���� �� ��
 ��&� � ���������

Proof: .# �����
��� �� ��

Base Case ��  ���

/� 
���� �� �� ����� 
��� 
���� ��� �� �� ���������

Induction Step: �� � ���

$������ 	� �� � ���0� ������ �� ���� 	���� ����
�
�
� � ���������

+�����# 
�&��� �	�# � ������ ����� �� ���� ���� � �������� 	��� �
���

��� � �� 	�
� � ��������� 1�	� ��� 	� 	��� ���# �� � � ������ �� ����

���
� 	���� �# �����
��� ���� ��
 ����
�
�
� � ��������� 1���� ���

��0 ������ �� ���� �����
 ����
�
�
� � ��������� �

���� �� &��	� �� 
�� sorites paradox �� 
�� heap paradox � ��� ����

����� ���� 
�� 2���& 	��� ��� ����3�	� ������� ,����-� /
 ������ �� 
��

 �������� �� 	���� ���� �� ,����- ��� ,����- ��� ��� ���#  ����
����� ����

�� 	���� ����� � ������� ��� ������
� �������
��� ��  ���� ������� ����������


� ���� � �
 � ����������� �����������

� ' ��� 	�
� ���# 0 ���� �� ������# �����
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� �� � ��� ���	 
���  	��� �� �����

�	�� � ��� ���	 
��� � 	���� �� �����

� �� � ��� ���	 
��� � 	���� �� �����

�	�� � ��� ���	 
��� � 	���� �� �����

���

� �� � ��� ���	 
��� �� ��� 	���� �� �����

�	�� � ��� ���	 
��� �� ��� 	���� �� �����

���	 
� �	��� 
��������
�� �� ������� ��� ������ ��� �	������ �	�� ��� �
���	��

���
�� �� �
 �
������ �	�� � ��� ���	 �� ��� 	���� 
� 	�� 	��� �� ����� �

�	
��� �
������ ������

�� ����
���� ��
�� �������� �� �� ���������� �	�� �� ��� ����� ���� �


����
� 
��� �
������ �	�� ��� �� ���
�
���� ������ ��� ������� �� �	� �
�����

����� �� ��� �
 ������� �	���

 	� �
����� �����
! ��
����� � ������
��� �
� �	��
�
�	��� ������� �


������ �	� �������� 
� ��������� ���������� ��� ������ 	������ 
� ���"������

����� ���
��� ��
� �	� ���
�� 
� ���	�������� #
������ �� �	� ��!� �!"

������ �� ��
���� � ������ ���
� 	����� �� �� 
�	������ ���"���	� ���������

�������� �	��	 ����� �
 � ������� ����� �
������
�� $�� �
� ���
��� �	��

���
�%

Exercise 9.17 (Solution on page 452)

&	�� �� ��
�� ���	 �	� �
��
���� '��

�( �	�� ��� ��
��� ��� �	� ���� ���%

&� �	
�� �� �������
� 
� �� �	�� �
� ����� �
������
� � 
� � � � ��
���� ���

��
��� �� � ��� �	� ���� ����

Base Case )� * �+,  �������� �	� ����� 	
��� �	�� � �
������ 
� � ��
����

Base Case )� * +,  �������� �	� ����� 	
��� �	�� � �
������ 
�  ����
��

Inductive Step )� � +, -������� �	�� �	� ����� 	
��� �
� ��� �
������
��


� ��.� ���� �	�� �� �� �	
� �	�� �� 	
��� �
� ��� �
������
� 
� ��.� ��

/�� � �� � �
������
� 
� � ��
���� /�� � � ��� � �� �� ��
 
����������

�
������
�� 
� ��
��� �	��	 �
���	�� ��0� �� �, � * � � � � ��� 1� �	�

��������� ��������
�� ��� ��
��� �� � � ��� �	� ���� ���� ��� ��� ��
���

�� � �� ��� �	� ���� ���� -� � � ��� � �� 
������� ��� ��
��� �� � ���� ��

�	� ���� ����
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Proofs by Induction

9.8 Examples of Induction in Computer Science

��� �������	
 ������ �� ������� �� ��� ���� �� �	������ ����� ������ �	 ���

����� �� ��
�������

Example 9.18

��	����� ��� �������	
 ��������� ��
�������������� �� �� ��� ���������	


��� �� ����� � �	� � ���� ������������� ��� �	�� �	� ���� ������

�������	
 �	 ��� ����� ��� � � ��� ������	 ��� �	����� � �	� �� �	���������

���� �	��	���	 �� �� �	������� ���� ��� ��
����� ���� ��������� �� ����

��������� �� ��

� if �  � then return ������ �����

! else if �  ��� then

" if ���� � ���� then return ������ �����

# else return ������ �����

$ else

% ����������� :=��������� �� �&��

' ����������� :=��������� �&!� ��

( return
�
�	������������ �������������

�

)� ��� �	�������� �	 ���������	
 ��� 	���� �� ��������	� ����� ���� ��
�*

���� �+��� �� �	 �	�������	 �� ��� ��	
 �� ��+�� �� ������� �� ��������	

�� ��� �	 ��	� "� �	� ��� ��� ��� �	 ��	� ( �����
� ��� ��� �� ��� ��	����	�

�	 �	� ���� , ����� �	������ 
���� �� ���� ��� 	���� 	 ��� �� �����*

���	� ��� �� � ���� �� ��������� �� �� ���� �  ���&� �� �� �������-

�� �� �  �� ���� ��� �� �  �� ���	 ��� ��
����� ����	���� �	 ��	� �

������� �+�	
 �	� ��������	�� ���� 	 �.�  .�

!� �� �  !� ���� ��� �� �  ���� ���	 ��� ��
����� ����	���� �	 ��	� "

����� �+�	
 �	� ��������	� ���� 	 �!�  ��

"� �� � 
 ! ���	 ��� ��
����� �+��

��� 	 �!� ��������	� �	 ��	� %/ �������� ��

��� 	 ���!� ��������	� �	 ��	� '/ �������� ��

��� ! ��������	� �	 ��	� (

������ ����	���	
� ���� 	 ���  	 �!� & 	 ���!� & ! ��� ��� � 
 !�

��� �	������� ��0	����	 �� 	 ��� �� ���� �������� �� ��������

	 ���  .

	 �!�  �

	 ���  	 �!� & 	 ���!� & ! ���� � 
 !�

244



Examples of Induction in Computer Science

Fact � ��� �
�
��
�

�
� � ����	� ��� 
� � 	����� � �� ��� ���	��� 
�����	��

Proof: �� 
����
�� �� ��

Base Case �� � ��� ����	�� ��� 	���� 
� �	� ���� ��� �	 ����

Induction Step �� � ��� ������ ��� 	���� 
� �	� ��	 ��� ����� � � �

��	 ���� � � ��  � ��	�
���	!

� ����� �
�
������

�

�
� � �

�
��
�

�
� "�

#��

� ��� � � ��� $ � ����� $ �

� � $
��

��
�

�
� "

�
$ � ��� �������	
 �����
����

�
�
��
�

�
� �� �

#�� ��%� ��� �%������ ����	
&� ��� �����
'� �� structural induction !

��
�� 
� �	��&�� ��� ���� 
���	���� ��	
��� �� 
����
�� �
��
� �����
���

Example 9.19

(�� � &� �� �����&�� �����
�
�� ��� ������ ��� �
��
��� ���	����	� � ��� 	�

Fact �
 �� 
	 ��	 ��� ��	�� 
 � ���

Proof: �� 
����
�� �� �
�����
��

Base Case ��
�����
� � )��  � ��
� ����! �� ��� ���� ���� 
 � �! ��

�
 � � �� 	 � 
	�

Induction Step ��
�����
� � )�� *� ����
��	 ��� �&�����! ������
�� ��

������	 
 &��
�� �
�� ��� ���	����	 � �	 �
�� ���� ����	 ���	����	 ��


 � �: �
��� �
������ � �
�����
��� � �
�����
�! � �� 	 &�

��� 
����
�� ��������
�� +����

�
 � �� �� �	 � 
	�


 � � (where � �� �): �
 � �� �� �	 � 
	� �

#�� �&��� 
� �� �%����� �� � �	��� &���� �� structural induction � ���


����
�� ��������
� ������ ���� ��� ���
� ����� ��	 ��� ������	 ��	��	��

�
� ��
� ����! ��	 ��� ���	��	 ��	���! ��� ��� ��
� ������
�� �� ����&�
��

���� ��� ���
� ����� ��	 ��� ��	��	� 
� '���
��� ,�	 ��
� 	�����! ���

245



Proofs by Induction

� ����� �� �	��
���	 ������� �� �� � ����� �	 ���
���� �� ��� ����
���� ��

����� �� ���� ���� ��������	 �� �������� �� ��������

Proof: �	 ���
���� �� ��� ����
���� �� ���� ����� ��� �� ����� ��� ������

��� � ��� � ���� ��� ���
���� �	�������� ���� �� �� ���� ��� ��� �������

������ ������� �	 
���� �� ��� ����
���� �� � ����� ��� �� 
������ �� ����

����� �������� ����� �� �� �����	 �� �� �� �� ����� � �� ���

� � �: �� � � �� � � ���

� � ��: �	 ���
���� ����
� � �� ������� ���� ��� �� �� ��� ��

�� � ��� �� ��� � ���

� � �� (where � �� �): �� � ��� �� ��� � ���

�� ���� ��� ������� �������� ������� ��� ��
������ �������������

Example 9.20

Fact� ����	 �����	 ���� � ��� ���
��	 ��� ���� ���� ���� �������� ����

Proof: �	 ���
���� �� ��� ����
���� �� �� ������� �	 
���� �� ��� ����
����

�� ��

� � �:  �� ���� � ��� ! ���� �� " �������� �����

� � 	���
 ���: �	 ���
����� �� ���� � � !
 #� ���� ���� �� ���� �� ��$!

������� ��� ���� ��
 ��� ��� ���� 	���
 ��� ���� ���� ��$��$! ����

�� ���$!� $ ���$!� � ���$��$!�$! ������� �

Exercise 9.20 (Solution on page 453)

%���� �	 ���
���� ���� ��������$$�� � ��������� $ ��������� ��� ���

����� � �� �� ����� ��� ���
���� �&������ �� ��� ������ �� � ���� ����

������� '�!#� �� 	��� ���
���� �&������ �� ��� ����� ���
���� ����

����
��� '�!(�

9.9 Additional Exercises

!� %���� ��� ��������� ��� ��� ��� � � "� �	 ���
���� �� ��
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Additional Exercises

��� �� � �� � �� � � � � � �
� � �� � � � � � � � � � ���	

�
�� � ����� � ���������	
	 ��������

��� �� � �� � �� � � � � � ������� �
�������������

� 	

��� �� � �� � �� � � � � � ������� � �
����� � ��	

��� ����� � ����� � ����� � � � �

� � � � ����������� �
����������������

� 	

��� ����� � ����� � ����� � � � � � ����� � ������� �	

��� �
������ �

� �
������ �

� �
������ �

�� � �� �
������ �

� �

��� �	

�	 ���� ���� ����� � � � ��� �� � !���� "��#"�$� �

������ � ������ � ������ � � � � � �
�
����

����� � � �� � �	

�	 %����& �� ���"����� �� �����& ���� ��� �$$ ��� � �'

������ � � � �� � ������ � � � ������ � ������ � � � ������

� � � � � ����������� � � � �������

�
���������������� � � � �����

��� 	

�	 %����& �� ���"����� �� �& ���� � (���� �� ���� � �$�)��� �� ��

"���	

�	 *�(�� ��� �#"���� ���� ��� ��� � � �� � ��$$��' �� � �+ �� � �+ �� � �+

��� ��� �$$ � � �&

����� � ����� � ��� ��� ��� � ����� � �����	


�" ��� � �)!$�'

��� ' �� � ��� � ��� �� � ��� � ���

��� ' �� � ��� � ��� �� � ��� � ���

��� ' �	 � ��� � ��� �
 � ��� � ���

����& �� ���"����� �� �& ���� �� � 	� ��� �$$ � � �	

,	 *�(�� ��� �#"���� �
�� 
�� 
�� � � �� � ��$$��'


� � �+ 
��� � �
� � 
�

�� � ��	

����& �� ���"����� �� �& ���� 
� �
	�
	���

��� �$$ � � �	

-	 %������ � ������� !���� ��� ��� �$��) )��� �� . �)!$� /	�,	

0	 �"!!�� ���� �� � !�����"$�� ��"����& ����� ���� � ���1���& ��� �����

!��� �� ����� � ��������� �� � ���$� ��� ������ ����	 ����& �� ���"�1

���� �� ��� �")��� � �� �����& ���� ����� � �� � ���� ����� ��� ��

������� ���) ����� ����� ���� ������ ������$� �� ��� ��$� ��� ����� ����	
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�� ������	 
������ � ������� ���	 �� ��	 ����	 �	��	�
��� �� ������� ��

���� 
��	������� ��	 �	������ ������������ � �� �	 ������	
 ���	 �

���� ���� �� ��� ���
	���� ��������	� �� ��� ��	 ��	 ������ ����
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Proofs by Induction
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Chapter 10

Games and Strategies
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10.1 Strategies for Games-of-No-Chance
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��� ������ ������ 
��� �
 �� ��
� ��� � ������� �
��
��� ���� 
��� ����
����

��	 ������� �
 �� � 	������ ����
��� �� ���
��� ������ ��� � ������� �
��
���

���� 
��� ����
���� �������� ���� � ������� ����
��� 
���� ���
 �� � ����


� � ������ ����
���� ����� ����� ���� ���� � ������ ����
��� ���
 ���	 
� �

������� ����
����  ��� � 	������ ����
��� 
���� ���
 �� ���� ���� 
� �

	������ ����
���� ������� ���� ����� 
� ������� ����
����� ��
 �� �����


� ������ ����
�����

 �� � ����� ���� �
 �� ��
 �������� ��� ��
� ������� 
� ���� � �������

�
��
���� 
����� �
 �� �������� 
��
 ���
��� ������ ��� ����  �� �!������ ��

��
�	 ����� 
��
 ���
��� ������ ��� � ������� �
��
��� �� ������� �	


������� 
�� ���� ��� �� �����	 ��
 
������ 
�� ��!���� ���� �����

������ �� ��� ���� �"����� �� 
�� ���	 ��
���
 ��
��� ������ �������� �����	����

�� ��� �������� 
��� ����� #�� ���� ������ 	��� ��
 ���� � ������� �
��
���

�������$

%� �� ��

�� ���
 
�� ���
 ������ 	���

&� 
���� �� ����
���� 
��
 
�� �����	 ������ ��� 	� ���� 
��


'� �� ��

�� ���
 
�� ���
 ������ 	���

(� 
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���� 
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)� �� ��
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�� ���
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*� 
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,� 
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���� 
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-� �� ��
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�� ���
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�� �� �����	 
��� ��� ����� �����	 ����

�� 
��� ��� ���� ��	��� � ���� �� ��������

��� ��������� �� ���� ���� ����� �� ���� �� �������� � ���� ������� ��

��� ����� ���� ������ ��� ��� ���� �� ��	� ������	�� ���� � �	�
���

��	����� ��	 ���� �����	� �� ���� �� ������	� 
��� ���������� 	����	� ���

���� ������	������ �� �����

��� ��� ����� �	� ��	��� �� ���� ������ �� ���� ��� �� ��� �
� �����	�

��� � 
������ ��	������ ��� �� �����
��� ���� ��	������ ���� ����	� ���� ���

����	 �����	 ����� �� �������� �� ����� ������� �� �	�
� �	� ��������� ����

���� �����	� ��� ���� ��	������� 
��� �	����� ��� ����	 �	�� 
�������

���� ����	���� ��� �� 	��	��� �� ��� �����
��� ����	���

Theorem 10.1

�� ��� ����	
���� ���������������� �� 	������ ������������ ������ ��� �� ���

��� 	
����� ��� � ������ �������� �� ���� ���� ���� ������ ����������

Proof:  ���	��� �� ��� �� ��� �
� �����	� ��� � 
������ ��	������ ���� ���

����	 �����	 ����� ���� � 
������ ��	�����! "�#��� ��� ��	������� �� ���

�
� �����	�� ���� ��� �� ��� �
� �����	� �� 
�� ��� ����� �� ���� ��� ��

����� �
� ��	������� �� �� � 
������ ��	������

������� ����� ���� ������	 �����	 ��� � 
������ ��	������ ���� ��� $	��

�����	 ���� ��� ���� � 
������ ��	����� ����� ���� ��� ����� �����	 ���

	������ �� ��� ���� ���� �� ��� $	�� �����	 �� ��� � 
�� ���� �����	!

� ��� ���� ���� �� � �	�
 �	 �� � 
�� ��	 ��� ����� �����	� �	

� ��� ���� �������� ��	���	� ��� ��$���� ����� �	� �����	 	���� �� ��

�	�
� �	 	���� �� �� 
��� ��	 ��� ����� �����	�

���� �� �� ���� ��� ����� �����	 ��� � ��	����� ��	 ����	��� ���� ��� $	��

�����	 ���� ��� 
��� %&������ ���� ��� ����� �����	 ���� ��� ���� � 
��'

���� ��	����� ����� ���� ��� $	�� �����	 ��� � ��	����� ��	 ����	��� ����

��� ����� �����	 ���� ��� 
��� %�� �� ����� ��	�������� ���	���	�� ���� ��

� �	�
��� ��	����� ��	 ��� ��������� �����	� �

Corollary 10.1

�� � ��� ������ ��� �� � ����� ���� ��� �� ��� ��� 	
����� ��� � ������

��������

Example 10.1

 ������	 ��� �����
��� ����! ���	���� 
��� � ���� �� () ����� �
� �����	�

���� ��	�� 	������� �����	 * ���� �	 + ���� �	�� ��� ����� ��� �����	 
��

����� ��� ���� ��� 
���� �� ��� ��� 	������� ���� ��� ���� �� � �	�
�
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�� ��� �����	��
����� ������� ��
� �	� ���	 ��� ��� ��������� ��

��������

��� �� ����� 
� � ��
� ����� ���� ��� �	� 
� � ����� ��
� 
� ���� � �������

���
�
���

��� �� ����� ��� � ��
�� ����� ���� ��� ��� �
� ��� �	� �� ���
� ����

��
��� ��
� 
� ���� � ������� ���
�
���

� � �� ����� ���  ��
�� ����� ���� ��� ��� �
� ��� �	� �� ���
� ��� �����

��
��� ��
� 
� ���� � ������� ���
�
���

�!� �� ����� ��� ! ��
�� ����� ���� ��� ��� �
�����

– ���� � ��
�� ��� ���"� �� ���� ���"
� ��� ����� ������ 
� ���� ��

���� ���	 ��� ���"� 
� � �
��
� ���
�
��# ��

– ����  ��
�� ��� ���"� �� ���� ���"
� ��� ����� ������ 
� ���� ��

���� ���	 ��� ���"� 
� � ����
� ���
�
���

$������ ��� ������ ���
�� 
� ��� ������� ��� �� 	���� ��� ��
� 
� ���� �

������� ���
�
���

�%� �� ����� ��� % ��
�� ����� ���� ��� ��� �
�����

– ���� � ��
�� ��� ���"�  � ���� ���"
� ��� ����� ������ 
� ���� ��

���� ���	 � � ���"� 
� � �
��
� ���
�
��# ��

– ����  ��
�� ��� ���"� �� ��
� ���"
� ��� ����� ������ 
� ����

�� ���� ���	 ��� ���"� 
� � �
��
� ���
�
���

�����"�� ��� �� �
�� ���"� ��� ����� ������ 
� � �
��
� ���
�
���

��
� 
� ���� � �	
��� ���
�
���

�&� �� ����� ��� & ��
�� ����� ���� ��� ��� �
�����

– ���� � ��
�� ��� ���"� !� ���� ���"
� ��� ����� ������ 
� ���� ��

���� ���	 �!� ���"� 
� � ����
� ���
�
��# ��

– ����  ��
�� ��� ���"�  � ���� ���"
� ��� ����� ������ 
� ���� ��

���� ���	 � � ���"� 
� � �
��
� ���
�
���

$������ ��� '��� ���
�� 
� ��� ������� ��� �� 	���� ��� ��
� 
� ���� �

������� ���
�
���

�(� �� ����� ��� ( ��
�� ����� ���� ��� ��� ���� � ��
�� ��� ���"� %� ��
��

�� ���� ���	 �%� ���"� 
� � ���
� ���
�
��� ��
� 
� ���� � �������

���
�
���

�)� �� ����� ��� ) ��
�� ����� ���� ��� ��� ����  ��
�� ��� ���"� %� ��
��

�� ���� ���	 �%� ���"� 
� � ���
� ���
�
��� ��
� 
� ���� � �������

���
�
���

�*� �� ����� ��� * ��
�� ����� ���� ��� ��� �
�����
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– ���� � ���	
 �	� ���� �� ���
 ����	� ��� ����� ������ �	 ���� ��

�	�� ���� ��� ���� �
 � ��		�	� ��
����	� ��

– ���� � ���	
 �	� ���� �� ���
 ����	� ��� ����� ������ �	 ���� ��

�	�� ���� ��� ���� �
 � �����	� ��
����	�

 ������ ��� ������ �����	 �
 ��� ������� �	� �� ����� �	� ���
 �
 ���
 �

������� ��
����	�

�!"� #� ����� ��� !" ���	
 ���� ����� �
� �� ��� ��� �� ��� 
���� �� ��� ������

���	 ��� ��	 ������$

– ���� � ���	
 �	� ���� %� ���
 ����	� ��� ����� ������ �	 ���� ��

�	�� ���� �%� ���� �
 � ��		�	� ��
����	� ��

– ���� � ���	
 �	� ���� �� ����	 ����	� ��� ����� ������ �	 ����

�� �	�� ���� ��� ���� �
 � ��		�	� ��
����	�

&������ ��� �� ���� ���� ��� ����� ������ �	 � ��		�	� ��
����	�

'��
 �
 ���
 � ��	��� ��
����	�

&� ��	 
������
� ���
 �	���
�
 ��	��
��� �	 ��� �������	� �����$

" ! � � ( ) � � % * !"

� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

'�� ��� ��� �	������
 ��� ��		�	� ������ ��� ������ ��� �	������
 �������

��� �����	� ������ �
 �	 � ��		�	� ��
����	 �� �� �� � ��
�	� ��
����	 ���� ��

�	 � �����	� ��
����	 ���� �	� ��� ������ ��� �	������
 ��� ��	� ���	


�� �� �� ��� ������ 
����� ����� ���� ��� ���� �	 ���� ���	 ������ ���	� 	�

�	��� �	 ��� ��
�
 ����� ��� ������ �
 �	 � ��
�	� ��
����	��

+����� !"�! ������
 ���
 ���� �
 � 
�,������ game tree ��� ���
 ����� '��

	���
 �� ���
 ���� �����
�	� ��
����	
 �	 ��� ���� ��������� �� ��� 	�����

�� ���	
 �����	�	� �	 ��� ������ �	� ��� �����
 �����
�	� ��� ��

���� ���


����� � ������ ��	 ���� �	 ��� ���	 ��
����	 ��������� �� ��� 	�����

�� ���	
 ������ �� ���� ����� '�� ��		�	� ��
����	
 ��� �������� ��

������� 	���
� ����� ��� ��
�	� ��
����	
 ��� �������� �� ��-�� 	���
� ���

	���
 ����� ��� 	������ ������� 	�� ��-�� ������ �����	� ��
����	
� '��

�������	� ��
������	
 �� ���� ���$

!� ���� ��		�	� ��
����	 ��
 �� ���
� �	� ��� �����	� �� � ��
�	� ��
�,

���	� ����� �
� ���� ������� 	��� ��
 �	 ����� �����	� �� � ��-�� 	����

�����
�
�� �	 ��� .���� �� � ������ �������

�� ���� ��� ���� � ��
�	� ��
����	 ����
 �� � ��		�	� ��
����	 ����� �
�

���� ����� ���� � ��-�� 	��� ����
 �� � ������� 	����� �	�

�� ���� �����	� ��
����	 ��
 � ��� �� �	����� �����	� ��
����	� ��
,


���� � ��� �� � ��		�	� ��
����	� ��� 	� ��� �� � ��
�	� ��
����	
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���� ����� ��� ���� ���� ��� � ������ ���� �����

����� ��� � ��! �"�������" ��"� ��� �� ����# �� ������� �"�������"

��"�� ���������" �� ��� $��� %! � "�%�� ����#& �����%�! �� ����#

�� � ������" ��"�& %� �� ����# �� � %�'�" ��"�(�

����� ����� �%��� ������ �������� ��! "�$�� #��� �� ����� ��� � �������� ��

%� � #������ ��������� � ������ ��������� �� � "��#��� ���������

Exercise 10.1 (Solution on page 453)

)� ��� ���� �� ������� ����� �� � ������ ���� �� ������ ��" �#� ���!���

����������! ���� � ������ �� 	� �� � ����� ���� ��� ����� ��� ���!�� #��

��*�� ��� ���� ���� #����

�� 
�� ���� ��%�� � ���� � �� ��� �'����� #�� ��� ��� #������ �������!

�� ������ �������� ���� � ���� �� � ������ )� ��� ����� �� #���� ���

$��� ���!�� ��� ��� #������ �������!� ����� ��# ���! ����� ��� 	 �� �(

��� $��� ���!�� ����" ��*��

	� +��������� ��� �%� � %! �'�������� #�� ��� ��� #������ �������! ��

������ �������� ���� � ���� �� � ����� ��� �� ��%�����! ��

�� +��������� ��� �%� � ������ %! �'�������� #�� ��� ��� #������ �����,

��! �� ������ �������� ���� � ���� �� � ����� ��� �� ��%�����! �� %�

#���� ���!��� ��! ����������! ���� � %��#��� � ��" � ����� ��%� ��

#� ��" �-�(�
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�� ������� ��	�
� �� ����	
 	����� ���	 ��	�
�� �� �	 ���	� �� �	

���	 �� � not ��	 �	 ��� ����� �� ��� ��� ���� � ����	 ���� �����

�	� � ��	 �	 ��� ����� ��� 
�	� ��� �����	 �	 ����	 ���������

Exercise 10.2 (Solution on page 454)

 � �	 ���	 �� ������� ������ ��� ������� �	 ��� �� � ����� �������

��		 �� ���� ������� �� � ���� �� ���	� � ����	 ���� �����	� � ����	

��		 �� �	�� ������� �� � ����

!� "�	 #�� ����	� 
�	� �� ���	 � ������� ���	�� �� ��� ���	� $������

��� �	 �	���
 ����	� ��� ���� � ����
 �������

%���&   �� � ���
 �
	� � ������ �� �
���	� ��
	 �'���	� #��� ��


�	� � �'���	 ����� �� �����	
 ��� ���� ��	 �� �	�	 �� ��
	 �'���	��

(�� �� ��� �������	� ��
 ��� 
�	� � �����)

*� "�	 �	���
 ����	� ���� 
�	� �� ���	 � ������� ���	�� �� ��� ���	�

$������ ��� �	 #�� ����	� ��� ���� � ����
 �������

%���& +�� �� ������� �	 #�� ����� �� �	 ��

�	� ��
 �	� ,����

������- 	�	�� ���	 �� �	 �	���
 ����	� �� ������� 	��� ����	'�	�

����� 
��	��� ������	 � ��	�	 �	 �	���
 ����	� ����	� ��� �������

(�� �� ��� � ���
 �
	��)

Exercise 10.3 (Solution on page 454)

"�	 ���	 �� ���	
�
� �� ����	
 �� � ����
 ����� ����� ���	 �	 ���	 �� �

!*����� ����� ���� �� 
	���	
 �� �������&

�

�

�

�

�
�

�

�

	

�


��
��

. ��	� �� ����	
 �� ��	 �� �	 ����� %! ������ !*) ��
 �	 ����	�� ��	

���� ������ �	 ��	� 	��	� * �� / ����� ������
 %��	�� �� � ��������	

�������)� "�	 ����	� ��� ���	� �	 ��	� ��� �	 !* �0����� ��� ���� �	

���	�
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������� �	
 	�� �	 ������� ������� �� ��������� �������� ��
� ��	


� �	 �� 	
���� �� �	 ���� �� �	��	 �	 ���� ����� 	�� �	 �������

�������� ���� 	
� ���� 	
��� �
����� �� 
� �� �	 ���� ����� �	
��� �
�

�	 �
 �� �!� � ������ �	 ���� ����� ������ 	�� � ������� ������� ��������

��
� ��	� " 
#��
� 
� �$ 
#��
� � %� �
���� � ��� � 	
���� ���������� �


���� 
� �� 
#��
� � &	�� �	 ��
�� ����� 	�� �	 ������� ������� ��������

��
� ' 
#��
� � �� �	 ���� ����� ���� % �
��� �
 �
� �	 �
 � �
 ��	�

" 
(��
� 
� �$ 
#��
� ��

Exercise 10.4 (Solution on page 456)

&	 �
��
���� ������ � ����� ������� 
� �	 �	�����#� %
��� ��� 	
���

�
� �������

� � �

� � �

� � 	

�� �	�� ���� � ����� �	��� �
���� �� ������ 
� �)��� �� ��� ��
 ������

��  ����� �
���� �	 �
���� ��	� one 
� two ����� �
����� ����	 �	

����� �
���� ������� �	�	� �
 �
� 
� 
� ��
 ������� �� �	 �
����

����� �� �	 �

� 
� � ������ �� ����%� �
 �	 �
� 
� �	 �����* ��� �� �	

�
���� ����� 
� �	 	�� 
� � ��� � �� ����� �
�� �
 �	 ���� 
� �	 ��� �

&	 
%+�� 
� �	�� ��� �� �
 % �	 
� �
 �
� �	 �
���� �
 �	 ����

�)��� ���%� "�

������� �	��	 
� �	 �
����
�� �� ������� �
����
��* �	��	 �� �
����

�
����
��* ��� �	��	 �� ������� �
����
��� �,���� �	�� � ������� �
����
�

�� 
� ��
� �	��	 �	� �� � �
� �
 � �
���� �
����
�� �	��� � �
����

�
����
� �� 
� ��
� �	��	 ��� �
� ���� �
 � ������� �
����
�* ��� 
�	�

�
����
�� �� ������� �
����
��� �� ��
� �	� �
� ����
� �
�� � ��� �
�

% �
��� �
 �
��� !� � ������ " �� � �
���� �
����
� �� %
�	 ����� �	�� -

�� � ������� �
����
� �� %
�	 ����� �� �
� ��� ��� %� �
���� 
� ����

�
������ .
� �	 �
�(�
���� �
����
��� ������� �	 
������ �
�����

&	 ���(������� �
����� /� 0�� �����%��� � ���� ���� 
� ���

������ �� ��� �%����� �
 ����	 �
� � ������� ������� �� � ����� ������� �


�	 �%
� ��������� &	 �������
� �
� ���	 ���� �
�� ��
� �	 ���� �	��

�	� �� ����
�
�������(���� �
��������
�� �
 �
������ ��� �

 ���� �
�
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� ������ ���� 	����� ��
 �����	����� �������� �� ����
��� ����
�� ����

������ ��� ���� 	� ��� ���� ���� ���������
	�� ��������� ���� �� ���� ����

���� ��	�� 	����� �����	����� ���	�	������	�� ���������� �� ������� ���

��
 � !��
 ���� ���� "	�� ������ ���������
	�� �	�� ���
	�� �����	�


�� ������ � ��	������ ���	�	�
�

#� ��� ���� �� ��	� ������� "� ����	��� ������� ���������
��	���� �"��

���
�� ������������������ ��� ��
 �� ���������� ��� �������	�� "�	�� �

���
�� ������ ��� 	� ����� �� "	� �����

10.2 Nim

��� 	� � �	���� ��� ���	��� ���� ���
�� "	�� ��	�� ������� �� � $�	����

	� ��	�	�� �� ���
 ��	� ���� �� ��	����
 ����� �� �	��� �� ��	�� ���

������ ���� "	�� �� ��	����
 ����� �� ��	�� 	� ���� ��� �"� ���
���

��������� 	� �����	�� ��� �� ���� ��	�� ���� ��
 ��� �	��� %������ �����

��� ���� ��	� 	� �������� �� � ��� "	�����

��	� ���� 	� ��	�	�� "��� ���
�� "	�� ���
 ��� �� �"� �	��� �� ��	�� ��

"	�� ����� ���
 ����� �	���� ��� ����
�	� �� ��� ���� 	� ����� ����� 	� ��

�����"��

&� #� ��� �����	�� ���� ��� first ������ ��� � ��	�	�� "	��	�� �������
'

���� ��� ��� ��	�� 	� ��� (��� �����

)� #� ��� �"���	�� ���� 

��� 	� ��� �	��� �����	� �� ����� ����� �� ��	�� ���� ��� second

���
�� ��� � "	��	�� �������
' ��"�
� ���� ��� ���� ����� ��

��	�� �� ��� (��� ���
�� ���������
 ����	�� ��� (��� ���
�� "	��

�������	*�� �	����

�� 	� ��� �	��� �����	� �� ������� ����� �� ��	�� ���� ��� first

���
�� ��� � "	��	�� �������
' ����� 
 ���	�� ��	�� ���� ���

������ �	�� �� ����� �������	*�� �	��� ��� ���� ��� ��� �������


�����	�� 	� )��� ��� ��� ������ ���
���

+� #� ��� �������	�� ���� 

��� 	� �"� �� ��� �	��� ��� ����� ���� ��� first ���
�� ��� � "	��	��

�������
' ���� ��� �� ��� ��	�� 	� ��� ��	�� �	�� ����	�� ,��� ��� �"�

�������	*�� �	��� ���� ��� ����
 �	��� ��� ���� ��� ��� �������


�����	�� 	� )��� ��� ��� ������ ���
���

�� 	� ��� �	��� �����	� ��� �"� ��� ����� ��	�� �������	���
 ����

��� second ���
�� ��� � "	��	�� �������
'
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Nim

�� �� ��� ��	� 
��	�� ���	 ��� ����� �� ��� �� ��� 
���	� ����

����� ���� �� ��	� ��� ������ 
���	 ���� ��� ��� ��
�� 
�����

�� ��� 	����� 
���� �� ��� �	��� ��� 	������ ��	������

�� ���� ��� ��� ��	� 
�����

��� �� ��� ��	� 
���� ���	 ��	� 
�� �� ��� �� ��� 
���	� ���� �����

���� �� ����� ������
�� 
���	 ��������� ��� �� ����� ��	�

�� ����� �� ��� 	����� 
���� �� ��� �	��� ��� 	������

��	������ �� ��� ��� ��� ��	� 
�����

 �� ��� �	 ����������� 
���� ���� ����� 
���	� ��������� ������ �����

�� �!� ����	� ��	
����!���� �� �!�� ���� ��	 ���
��"��� 	���	 �� ������

���!������# ���� 
����� ��� ����	� �� �����	 ��Æ���� �� ���� �� ����

��������� 	�������  �� ���� 

���� �� ��� ��� ����� ����	 �������

���� �� ����� ������	���� �� ���	 ���� ������ �	 �� ���� ��� 	�!���

��!�	� �����
���� ��� ��!�	 �� ��� ����� 
����� �� ����� �� !��� �� 
��

	�����	� $��� ����� �� �	 
�		���� �� �������	� ���� �� ���� �� 
�	�����	�

�� ������ ������ � !������ ���	�� %���!��� ��� ������� �� ��� ���

�����	 ���� ����� �!�� �� ���� 
���	�

&� ��� ����� �	  	������������ ������� 	������ ��� ���	 ���� ������ ���

��� ��	� 
���� �� ��� 	����� 
����� ��
������ �� ��� ������ �� 
���	 ��

��� ������ �� ����	 �� ��� 
����  � 	�� ���	� ����� ��� ��� ������	 �� ����	

�� ��� 
���	 �� ����� �������� ��� ��!� ��� ������ �� �� �
 ��� ������	

������ �# ��� �	� ���
��� ��� 	�� ��  ������ �� �� ' �� �� �	 �!�� 
����

������ ����� �� � �!�� ������ �� ()	 �� ��� �������� �� ( �� �� �	 ���


���� ������ ����� �� � ��� ������ �� ()	 �� ��� �������� &� �� ������	

�!� � �!�� 
����� �� 	��� 	� ��� ��� 
�	����� �	 balanced # �������	�

�� 	� ��� ��� 
�	����� �	 unbalanced �  �� ��������� ��	��!����	 �� ��

���*

(� &� �!��� ������ �	 �!�� 
���� ������ �� �� ��  ������ 
�	�������

���� every ��!� ���� ��	��� �� 	��� ������ �!��� ��� 
���� ������

�!��� ��!� ���	 �� � �������� 
�	�������

�� &� ��� �� ���� ������	 �!� ��� 
���� ������ �� �� �� � ��������


�	������� ���� some ��!� ���� ��	��� �� �!��� ������ �!��� �!��


���� ������ 	��� ��!� ���	 ��  ������ 
�	�������

+�� �"�
��� �� ��� ��,�-�. ���� ��� ��	� �� �����

������	 �!� ��� 
���� ������ ��� 	����� ������

�	 �!�� 
������ /� ����� � ����	 ���� ��� 	�����


���� �� ��!� ��� ��	� �� ����� ������	 �!�� 
����

������ ��!��� ��� 
���� �� ��� 	����� ������ �!����
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+��� ���	 ��� 
�	������ ����!�� ����	 �� ����!��� ����� ���� ��	��� �

��	� ��� ������ ���� ��� 
�����

$��� ��� ��!� ��� ��	��!����	� ���� ���� ��� ��	���� ��� ��� �������

��� �� ��� ��� �	 �� ��� �� ������	 �� �
 �� 1���� �� ����� � �!��
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������� �	 �
 ���� 	�	�

�� 	�� first ����� �
  ������� 
	�	��� �� ��� �� ���� �� 	�� ������


�
 ��� ���	�� 	�� ������	 ���� �
 	� ������ ����
 
� 
 	� ���� ��

������
 ��	� ���� ���	��

�� 	�� second ����� �
  ������� 
	�	��� �� �� �� 	�� ������
 ���

���� ���	�� �������

 �� ��	 ���� �
 ���� 	�� ��
��	��� ���	� ��

	 ��
	 ��� ������ ���� �� ����

Exercise 10.5 (Solution on page 456)

��  ����� �
 ��  ������� ��
�	��� �� ���� 	��� 	���� ���� �� ������ �� ����

	�� ��� ������� ����� ���� ����
 �� �������	 �� 	��� ������� �������	

����
� �� �� 	��� ������� 	�� 
�� ���� ��	 �������� �������	 ������
 ��

����
� !�	 �
 	�� �"���� ������ �� �������	 ������� ����
 ��

����

����  ��� ��
�	��� ��	� � ����
# $�
	��� ���� �
����

Exercise 10.6 (Solution on page 456)

%����
� �� ����� 	�� ����
 �� ��� 
����	�� 
� 	�	 	�� &�
	 ������ ��
	��

�� �������� 
��� ����
 ����  ����� �
 	�� ���	���� ��	��� �� �������� �

��	 
��� �� �� 
�'� ���	� 	 ��
	 ��� ���� �� �	 � 	�� &�
	 ����� �� ��

	��
 	 ��
	 ���� ������  ��� �� 	�� ���� (���� ����� ������
	���
 ��

	�� &�
	 ����� �����  ��� ��	� 	�� ���� �� 	��
 �"	� ����# �)��
����� ��

��	������ 	�� 	�� 
�	�	���
 �� ����� 	�� ��� 
	�	
 ���� � ���������

��
���	�����  ������� ��
�	���� $�
	��� ���� �
����

10.3 Fibonacci Nim�

��� ��"	 ��� �� ���
���� �
  ���	��� �� ��� ����� ������		� ����

�� 	��
 ��� �� ���  
����� ���� ���	����� ��� ����
� ��� &�
	 �����

������
 ��� �� ���� ����
 ��	 ��	 	�� ����� ����� *��� 	��� ��� 	�� �����


�	���	� ����
� ��� ���
�� �������� ��� �� ���� ����
� ��	 ��	 ���� 	��

	���� 
 ��� ����
 
 	�� �	��� ����� �
 	+�� �� 	�� ��������� �����

��� ����� ��� ������
 	�� �
	 ���� ���
�

��� ���
�
 �� 	��
 ��� �
 �������	�� �� 	�� ��	 	�	  �����,


������ ����
 ������ �� 	�� �������	,
 �
	 ����� -������� �� ��

����	����

 �
��� ���
� 
��� ��
	���
 �� 	��
 ����

2 coins: 	�� &�
	 ����� ��
	 	+� � ����� ������ 	�� 
����� ����� 	� 	+�

	�� �
	 ����� -���� �� 	��
 �
�� 	�� second ����� �
  �	����� 

������� 
	�	����
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3 coins: ��� ���� �	
��� ��� �
�� � �� � ������ �� ������ �
�� ��� ������

�	
��� �
� �
�� 
		 ���
����� ������ ����� �� ���� �
��� ��� second

�	
��� 
�
�� �
� 
 ������
	� ������� ���
�����

4 coins: ��� ���� �	
��� �
� �
�� � ����� 	�
���� ��� ������ �	
��� �� �
��

������ � �� � �� ��� ���
�����  ������ ��� ������ �	
��� �
� ��� ���


���� 	����� 
� ������!�� �� ���  "���� �
�� ��� ��� ���� �	
���� �����

�� ���� �
��� ��� first �	
��� �
� 
 ������� ���
�����

5 coins: #� ��� ���� �	
��� �
��� ���� ��
� � ����� ���� ��� ������ �	
���

��		 !� 
!	� �� �
�� 
		 ���
����� ������ ���� �� ����� �� ��� ��� ����

�	
��� ��� �
�� ��	� � ����� 	�
���� $ ������ %� ���� ��� ������

�	
��� �
� ��� !� ���� ��� ���
���� ������!�� �� ��� $"���� �
�� ���

��� ���� �	
���� ����� �� ���� �
��� ��� second �	
��� �
� 
 �������

���
�����

6 coins: ��� ���� �	
��� �
� �
�� � ����� 	�
���� & ����� �� ��� ������

�	
���� ��� ������ �	
��� �
� ���� ��� 
���� 	����� 
� ������!�� ��

��� &"���� �
�� ��� ��� ���� �	
���� ����� �� ���� �
��� ��� first �	
���

�
� 
 ������� ���
�����

7 coins: ��� ���� �	
��� �
� �
�� � ������ 	�
���� & ����� �� ��� ������

�	
���� ��� ������ �	
��� �
� ���� ��� 
���� 	����� 
� ������!�� ��

��� &"���� �
�� ��� ��� ���� �	
���� ����� �� ���� �
��� ��� first �	
���

�
� 
 ������� ���
�����

8 coins: #� ��� ���� �	
��� �
��� ���� ��
� � ������ ���� ��� ������ �	
���

��		 !� 
!	� �� �
�� 
		 ���
����� ������ ���� �� ����� �� ��� ��� ����

�	
��� ��� �
�� ��	� � �� � ������ 	�
���� ������ ' �� ( ������ ���

������ �	
��� �
� ���� ��� !� ���� ��� ���
���� ������!�� �� ��� '"

���� �� ("���� �
�� ��� ��� ���� �	
���� ����� �� ���� �
��� ��� second

�	
��� �
� 
 ������� ���
�����

9 coins: ��� ���� �	
��� �
� �
�� � ����� 	�
���� ) ����� �� ��� ������

�	
���� ��� ������ �	
��� �
� ���� ��� 
���� 	����� 
� ������!�� ��

��� )"���� �
�� ��� ��� ���� �	
���� ����� �� ���� �
��� ��� first �	
���

�
� 
 ������� ���
�����

*� �
� �+�
�����	� ���� �� ������� ���
������ ���� �
�� !� ��� ��
������

�� ������ �+�
������ #� ��	� !� 
 �
,�� �-���� ��� �+
��	�� �� ���� ��

�� �� �
�� 
 ������� ���
���� 
� ��� ���� �	
��� ��
����� ���� �.. ������ 
��

�� �� ��� �
�� ����� �� ���	� �
��� ����� ��� �������� 
 ���
��������
��

�
� �� ���� �� ��� �
� ��� ������� ���
����� 
�� ��
� ��� ������� ����

�� �� ��� �+����� �� ��������� ����� �� ���� ���
		 ��� ��		������
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Theorem 10.6 The Fibonacci Number System

����� ����	�� � � � 
�� �� �������� �������� �� � ��� �� ������

�

�������

� � ��� � ��� � ��� � � � � � ���

����� �� �� � �� � �� � � � � � ��� ������ �� � ����� ���� � � �����

��� ������� ��� � � � � � �� � �� � �� � ����

Proof: 	
�� �� ����������� 	
����� �
��
 �� ������ �� ������� ��� �

�

Theorem 10.7

���  ��� ������ ��� � ������	 ������	� �� ��������� ��	 �������	 ����

� 
���� ��� ��� ���� ��� � �� not � ������

� ������� !� ���� 
���� ���

������	 ������	�� ���� � 
���� ������� �� ������ �� ��"� ��� 
����� �����

� � �������� � � ����� ����� ��������� � ����� �� ��� �������������� �� �

�� ��� ������

� ������ �������

��� ������� �� ��� 	��� �������	 ���� ��� � ��������� 
����� ��� ������	

������	 ���� �� �� ��"� �� � � 
�����

Exercise 10.7 (Solution on page 457)

!���� 	
����� ���"�

10.4 Chomp

#� $
� %��� �� 
��	�& �� 
��� �� ��� �
�����$� '��& �� �
��
 $
�

���$���$($�����$ �)*��� +�� �, �� �������*�� 	�� ���-��� $��� $*��� $����%

'�$�� �*$ �� $
� �
�����$� '��& ��$
 ���
 ���-�� 
����% $� �
���� � ��������%

�)*��� ��� ��$ �$ ����% ��$
 ��� ��������% �)*���� '���� ��� $� $
� ��%
$�

	
� %��� �� $� ����� $
� �$
�� ���-�� $� ��$ $
� �������*� �)*����

.� '�����& �� ��� �����- ����-�� ����� ���$����� �� $
�� %����

�� #� $
� ��� ����& $
� /��$ ���-�� ����� ��%
$ ���-0 
���� $
� ������

���-�� 
�� � $������ ������% �$��$�%-�

�� #� $
� ��� ���� ��$
 �	� +��& ��������-& $
���� ���� ��$
�	�,& $
�

���	 ���-�� 
�� � $������ ������% �$��$�%-1 '�$� �2 ��� '*$ $
� �������*�

�)*���& ������% 3*�$ $
� �������*� �)*��� ��� $
� ������ ���-�� $� $����
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�� �� ��� ��� 	
� ���� ���� ��� ���� ������ ��� � ������ �������

��������� ���� 
� 
�� ������� ������� � ��� �������� ���� ��� �
��
��

����� ������ ��������

	�� �� ��� ��������� �

���� �� � ��� �������� ���� ��� �
��
��

����� ������ �������� ���� ����� �
�� ���� ������ �� � ����� �	
�


����� ��
� �����

	�� �� ��� ��������� �

���� �� �� �� ��� ����� 
� � ��� ��������

���� 
��� ��� �
��
������� ������ �������� ���� ��� �
�� ����

������ �� � ����� 
� ���� �
���

 ��� ���� 
��������
�� ��
�� ���� ��� ������� ���� ��� �������� �
�� 
�

��� ���� �� �
 ����� !��� ��� �
��
�
�� ������ ���� ��� ��� ����� 
�

� ��" �������� ���� ��� �
��
������� ������ �������� �� �� ���� ����

��� #��� ����
� ��� � ������� ���������

$� �� ��� ��� 	������� ���� ��� ���� ������ ����� ��� � ������ �������

��������� ���� 
� ��� 	��"��	��"� ����������� ������� !��� ��� �
�

�
� ��% ���� 
����� &�
� ����� !��� ���� ����� �
�� 
� ��� ��
�%

������� ������ 
� �� ���� ������� ��
� ��� �
� 	������������ 
�����

�� ��� ��
�% ������ ����� 
� ��� 
���� 	������������ �
���

'���� ��
� ����� ������ ����� ���� ������ �� (�
�� ��
�� ������� ����������

�� ���� ����� )�� 
��� ��� �
 #�% ��� ������� �������� �� �
 �*��
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�
���� ��% ����
���� �
 �
���� ��% ����
���� �
 ����
���� �
 �
���� ���

&
� �*����� 
���%�� ��� ��$ ����� �� ���� ���� �� �� �
� � �

% �%�� �


��(� !��� 
�� ������ 	�� ��� ��� �������� �� ��� � ��
���� �
� �
 ��(� ��� ���

��� #��� �
� ��% #��� 
���� 	�� ��� ��� �������� �� ��� $ ��
���� +
������

��� #��� ������ %
�� ���� � ������� ��������� ���� ������ �� ������ 
� �

��� ������� )��� ������ ��� ��
�% ������ ���� , �
��� �
 �

�� ��
�-

�������� �
�� ��� ��
�% ����
� ��(��� ��
���� ���� �� ��%� �� �� �� ����

�� &����� ".���

/������ ��� %�Æ���� 
� ���� ����� �� �� ������ ��
�� ��� �
��
����

�����(���� ����

Theorem 10.8

������ ��	 �
� �����	��� "�" ����� �
� �	�� �����	 ������ 
�� � ����

��	������

Proof: 0���
��� �
� ��� ��(� 
� ��������� ���� ��� ����� ������ ��� �

������� ��������� )��� ������ �� ���������� ���� �������� �
�� ��� #���

����
� 
���� ��� ���� ����� ��� ��
�% ����
� ��� � ����
��� ���� ����

����� ��� �

���� �� � 
�#������
� ��
� ���� ��� #��� ����
� ���
�

����

1
���%�� ��� ����
��� ���� ��� ��
�% ����
� ��(�� ����� ���� �������

�������� �� ��� #��� ����
� 
���� �� ������ 
� !��� � ������ �������  �������
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����� ��� ���	� ��� �!

���� �
 ��" ��� �	
�

����	 �
  	�
���
� ��

��� �! ���
� ����� ����

�	��� �����	� ���
�	�

������ ��	
� � ������� �� ��� �����	

���� �������� �� �� � ���� ����� ��� ���� ������ ����� � ����� ���� �����

��� ���� ����� ���� ������ ��� ����� ������ �� ���� ���� ��� ����� ��!

��������	

"��� ���������� ��� ��������� ���� ��� ����� ������ ��� ��� ����

��������	 �

"��� �� ����� � ��������� ����� �� �#����	 $ ���� ����� �� %��

���� ��� ���� ������ ��� � ���� ��������� &�� ����� ���� �'����������

������� ��� �����&�� ����� �� ��� ����� ����� �� � ��� �� %���� ��� ��

�� �� ��� ���� ������	

10.5 Hex

"�� ���� �� ��� �� ������ � � &���� �������� �� � ��� ���� �� ��'�����

�� ���� � ������ ��	�	 �� ��� &����� �� ��� ����� ��� ���� ������ ��

��������� �� �� ��� ����������� �� ��� (����!)��� �� *����!+��� �� ���

&���� ,��� ��� ����� ��&����� ���� ������� � � ��� �����-� ����� ��� �����

������ �� ��������� �� �� ��� ����������� �� ��� (����!+��� �� *����!)���

�� ��� &���� ,��� ��� ����� ��&����� ���� ������ Æ � ��� �����-	 "�� �&.���

�� ��� ���� ��� ���� ������ �� �� ������ � ���� ������� ��� &���� .����

����� ���������� �����������	 "�� ������� �������� �����/ ��� ���� ������

������ � ����� � � � ����� ��'���� �� ��� ����� ������ ������� � &�

������ � ����� Æ � � ����� ��'���	 "�� ���� �� ��� ���� �� ��� ����

������ �� ����� ����� ��� ����� �� ��� &���� ���� � ��������� ���� ��

��'���� ��&����� ���� ����� ���&��	
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������ ��	
� �� ��� �����	

Theorem 10.9

��� ���� �� ��� 	�
 ����� �
� �
 � ����

Proof: �� �������� �������� ���� �� �������	 ���� �� �� ������� �� ����

��� �� ������� �� ������ ��� ��� �� ������� ��� ��������� ����� ���� �� ��

������ ���������� �� ��� ����������	 �� ���� �����  ��� ������� �� ���

������� !� �� "��� ����� �� "��� #��$�� �� � ������� ���� �� �%��������

�������� ���� �� �� ������ ���� �� ������ #��$�� �� � ������� ���� ��

Æ%�������� �������	

� ������ #���� ����� ��&���� � ���� ������ �� ��#��������� ��� �� #��%

���� ���$ �� �������	 �������� ��� ����$ ������ �� �������� ��� � �����

� �� � ����� Æ� �� ��� ��� ��� �� �� �##����� #���� �� ����� �� ���%

������ �� � ������� ������	 �� ��� ���� �� ������� ������� � #�� �����

�� ���������� �� �� �������� �������� �� ���� �� �� ����%���� ������	 ��

��� '������� �� ���� �� �� ��������$ �� ��� ������� �� �� �� �������� � ���

�� ���� ����� ��� �� �� �� �������� Æ ��� �� ���� ����	 !� �� �� ���� ���

�� ���� ����� � #�� ��� ����$� �� � �� ��� ���� ��� Æ �� ��� ����� ���

�� #�� ���� ���� �� ���� ����� �� �� ��# �� �� �� ������	 !� �� "���

����� �� �%������� �� �� ���� �� �� #�� ������� � ������� #�� ��� ��

"��� #��$��� ��� �� �� ������ ����� �� Æ%������� �� �� ���� �� �� #��

������� � ������� #�� ��� �� ������ #��$��	 ������ ��	( ����� �� ����#��

�� ��� �� ������ #��$�� �� � ������� ����	 �

)������ ��� ��� ���� ��� ����� ���� �� � ����� �� ��� ��� #����

�� ���������	
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Theorem 10.10

��� ���� �	
��� ������ �
� 
 ����� ���
���� ��� ����

Proof: ������� ��� ��� ������� �� �������� ���� ��� ������ ������ ��� �

������� ��������	 ���� ��� ���� ������ ��� ���� �� �������	

�	 ��� ��� ����� ��� ������� ������ �� ������ ��� ���� ������ ����

��� ��� ���� ����	

!	 ��� ��� ���� ������� ���� ���� ����� �� ���� ��� �� ������� ��� ����

�� ��� ������ ������ ����� ��� "��������# ������� �������� ��� ���

������ ������	

$	 %� �� ��� ���� ���� �������� �������� ���� ��� ������ ����� ��� ���&

�������� ������� ���� ��� ������ ������ ����� ��� ����� ����������

������� �� ������ ������� ���� 	
 ���'� �������� ��� ������� ����

��� �������� ��� �� ����� ��� ���&�������� �������	

%� ���� ������� ��� ���� ������ �� �
���	�� ��� ������� �������� ���� ���

������ ������ ��� ����� �� �� ��� ��� ����	 ���� ����� ���� �� ��� ������

������ ��� � ������� �������� ���� ��� ���� ������ ��� � ������� �������� 

����� �� ������ �� � �������������	 �

(���� �� ���� ����� �� ��� ���� �� ���� ���� ��� ���� ������ ��� ���

������� �������� �� ��� ��� ��� ����� ���� �� ���������� �� �� ���� ����

�������� ����� ��)
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10.6 Bridg-It

�� ���� �� �������� �� ������� �� 	
�� ��� �� ������ �� � ��������� ���

����� �� �������� �� ������ ��	
	 �� ���� �� �� ���� ������ �� �� ����

�� ����� ��� �������� �������� ���� �� ���� �� �� ������ ������ �� ��
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Exercise 10.12 (Solution on page 459)
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10.7 Additional Exercises
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Modelling Processes

�� ��� ���	
 ������� ���
 ��� ��� ����� � � ������ 
��� ��� ���	


���� ���
 ���	�� ������

� �� ������	 
�����

����� ��	����� ��� ��	� ����������� �������� ���	����� � ��� ��	�

���� �� ��	 ���� ��� �������� �������� 	�	���	� ��� ��	� ���	��� ��

��	� ���� �����		 	 ���� �!����� �� �� ���� �� � �������� 	�	���"

�� ��� ��� 	������ ���� �� ��� �����	 �������� ���������	 �� � �����

�������� # �	 ��	��� �� 
$�	��� ������ �������� 	����� 	 �� ���� �����

��������	 ���� �	������� 	 ����� ����	����	� %����� ���� �� ���� �

��� 	 ��� ������������ �����		� %������ 	������� � �����		 ��	����	

��� �������� �� � 	�	��� �	 ��������� �����	 �����	 ���� ������ ���

	�	���&	 	����� '��	� ������	 ��� ���������� �� � 	�� �� ����	 ���� ������

���� �� ��� 	���� �� ��� 	�	��� ��� ��� 	���� �� �	 �����������

(�� �!������ � � 	 ����� ��� �� ��� ���	�� ������ � ���	�� ���������

���� �� 	����� ������� ��� ����� �� ������ ��� ��������� '�	 ���	�&�

������ ��� 	���� �� ��� ���������� # � �������	 �� ��� # ��� � ������	

��� 	����) �� ��� ��� ����� ��� ��������� �� ��� ��������� '�� ����	 ����

�� ���� �� ���� ���� 	������� ���� �� 	����� ���	� ��� �������� ����

���� � ��� ���� ��� ��� 	���	� �� ���� �� ����� � �������

*	 ������� �!����� ���� ��	 � ���� ������������ +������ ���	���

��� 	���� ���������� � (���� ,,�,� '�� �����	 ���� ��� �� ���������

��� ����������		�	� ���� ��� ������ ��� 	���� �� ��� ���������� # ��	�

�����	�� �� ������� ��� �	����� ��� ��	� �� ������� ��� ������� 	����

�� ��� ����������� -� ����	�� � ��� ���������� 	 �.� ���� ��� ���� �����

���� ��	 ��� �.��� 	 ���		�� ��� ��

���
������ ���� 	����	 ��� ����������

� �	 ���� 	����) ��� �� ��� ��� ���� ��� ���������� 	 ��� ��	 ������

��� �� ���		�� �� ���� � �.� �� ��� /�����0 ������ C ��� �� ���		�� �� ���

��� ���������� ��� �	 ���� 	����� '��	� ���		�� ��� C ������ ���� ���

���������� 	 �� ��	 ��� 	��� �.��� �	 ���		�� ��� ��

���
������ �����
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� ��� ���� ��� ���� ����� ������� �������� ��� ���������� ����� �������

����� ����� ������� ��������� ��� �������� �� ������ �� �� ��������� �� �������

���� ��� ���� ���� ��� � ������� ��� ���������� ������ ��� ������ � !

�� ��� ������� ����� "��� ��� �������� �� ��#������ ��� �"���� ��� ����� ��

� ������ ������ ���� � ���� � ������� �������� �� ������� �� ���� ��������

��� ������ $%� &������� ��� = ������ ����� ��� ���������� ���� ��� ����

��� ������ ��� ���� ��������� �������� ��� ���� ��� �������� � �� ���

������ ������ �� ����� ���"��� ��� ���� ������ � ! ���� �� ��� ������

�� ��� ������ ��� ���� ������ ������ $%� '�� ���������� "��� ������ ��

��������� ��� #����  �(!!!!!!�

'���� ��� ���� ������ ��������� "���� ���� �� ���� "��� ����������

��� ����#���� �� � ����������� ������ ��� ���� � ����� ���������� �� ���#�

���� ��������� ��� "�������������� ��� �)����� ��� �������� �� ������

������

� � � � � � � �

�� #�������� ���#������� ������� �� ���� � !� $%� ����������� ���� ��� ����

����#�������� ������ ��� � ������ ��� ��������� ���� �� ������������

������� ��� � ������ �� *�#��"����+ ��� ���������� ,�"�#��� "� ��#�

����� ����	
	������� �� ���	����� ����� ���� �����	������ ����
��� �� ��� �������� ����

��� ���	 
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�	���	 ������� ��� ��		��� �������� �� �������
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�
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�� ��	������	�� �� �� ���� ��
� � ���
��� �� ������� ���� �� �������� ���

��������� ���� �� ����
� #���� ���
���$ ���� �� �����	� ����� ��� ��� ���
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�������

11.1 Labelled Transition Systems

�� 
����	���� ��� �� ���� ���� �� ���� � 
������������ ���
��� �� 
��

�	������ ������� �� ��� ��	������ ����������� %������ �� ��� ���� ������

�� ���� ��� ���
��� ���� �� �� � ���
��
 ������ &�
��	�� �� � ���� ����� 


������ ���	�� �� ���
�	� ��� ������ ���
� ���� 
���� ��� ���
��� �� ������

���� � ��� ������ �� ��
� � ����� �� � ���
��� ��� �� 
��������� 	��������	

�� ���� �
����� ��� �

�� �� ���� ����� ��	 �� ���� ��� ������ ��
� �
����

���� ���	�

"� � ���� ������ ������� 
����	�� � ���� ����
� ���� �� ������ �� ���

'�() �������� ��	 ��� �� ����
��	 �� �� �� �� ��� '��) �������� ��	 ���

�� ����
��	 �(� "� ��� ���� ������ �� ���� ��� ������ #�� ��� ����$ ����

�� �� ��� �� ��� ������ ���
� �� ���� ����� �� �� ��� ��	 ��� �� ��� ���

����� ��� 
�� ���� ��� ���� �� #�� 	� �� �	 �
����$ �� ���� ��� ������ ��

��� �� ����� ������� �� ��� �� ����� ��� 
�� ���� ��� ���� �( #�� 	� ��

�� �
����$ �� ���� ��� ������ �� ��� ��� ������ !� 
�� ��
���� ���� ������

������ �� �������*

��� ��

�	

��

+��� ��� ��� ������ �� ��� ������ ��� ����������	 �� 
��
��� ��	 �����

��� ������ ���	�� ���� ��� ����� �� �������, ��
� ����� �� �������	 �� ���

�
���� ���
� 
����� ��� ���
��� �� ���� � ���������� ���� ��� ����� �� ���

����� #%�� 
��������
� ��-�� ���� �������	 ��� ��� ������ � �� ��� ��	

�� �����
������ � ��� ����� ������ ��� �����������* ���� 	� ��� �		 ���

����������� ����� ���� ��� ���
��� 
�� 	� �� ��� ���� ������$

"� � ������� ���� 
�����
���	 ������� 
����	�� � ������ 	����� ���	��

��
���� ���
� �

���� � ./� 
��� ��	 ������ ��� ���� �� 	�
�	� ������� ��
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���� ��� �� ��������� ��������� �� ����
��� 	� ��� ��������� �� ������

�� � labelled transition system �

Definition 11.1

� labelled transition system �LTS� �� � ���	
� � ! �States�Actions���

��������� ��

� � ��� States � states�

� � ��� Actions � actions � events� ���

� � ��� � � States � Actions � States � transitions ������� ������


���

�� �� ������ �� transition relation��

�� ��

 ������

� ����� �
�

� �� � ��� ��� 	������
 � �
�

� ������� �

��� �� �� ��� ������� ���� �� ����� �� �� ��� � ��� ����� � ��� �������

��
�� ��� ��� ����� �� �� ��

 �
� ����� � �
�

� � ������� ���� ����� ��� �

��
���

�� ���������� 
������ �� � ����� �� ��� � �� � ������� ���� �����

��� � ���������� 
������ �� � ��

Definition 11.2

����� ��  !" � ! �States�Actions���� ��� extended transition relation

� � States � Actions� � States �� ��#��� ���������
� �� �

��� ��� ���

��� ������ ��������� ���� �� ������� �
�

� � ������� � ��� �� ��� ���

���� �� �
����� �� �� ��������� ��#������ �� ���� ���� �� ��� ��	��

������ � ��� �� ��������� ���� �� �� ����� � � Actions ��� � � Actions���

� �
�

� �� ���

� �
��

�� � ��� ��� �
� ��� �
�

� ��
�

� � �� ��� ���

!��� ��� �� � ! ���� � � ���� �� ���� �
�
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����� ��������� ����������� ���� ������ ����������� �� �������� ��� �����������

����������� �� ������ ������� ������ �������� �� �������� ������� ������� ���

����������� ��� ������ ��� ���������� ���� ����� ������������� ����������

Example 11.2

������ ���	 ������� � �������� ���������� ������ ����


� ����� ��� States  �������	�
� ��!

� ������ ��� Actions  ��� ��! ���

� ���������� ���������  � "�� ���#� "�� �� �#� "�� �� 
#�

"�� ���#� "�� �� �#� "�� �� � #�

"�� �� �#� "�� ��	#� "	� �� 
#�

"
� �� �#� "
� �� 
#�

"�� �� �#� "�� ��	#� "�� �� � #
�
�

$������� ���������� ������� ������� �� ����� ���� %�� ��������� ����������

����� ������ ���� ����� �� �� ��� %�������� �������

Example 11.3 The Man-Wolf-Goat-Cabbage Riddle

&�� %�������� �� � ���� ��� ������ ' �� %��� �� ��� ����� �� ������ �% (��) ��

��� *�� ������� "��� ������ �� 	++, �� -���� ������� �� ��� �����	
�

������� ������ �	
� ����� �	
�#� .� ����� �� %�������
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��������� ��� �	
� ������� ��� 	� 	�� ��� 	� ��� ����� ���� ��������� ���� ����

�� ��� �������� ��� ���� 	� ����� �� ���� ��� � �� ��� �� ���� ����

��� ��� �� �	�� �� �	�� � ��� ������� � ��� ��� 	� ��� ��������� ��� 	� ���

����� ��	 ��� ���� 	� ��� ������ ���� ����������� ��� ������� ����� �	����� �

	� ��� ���������� ��� 	� ��� ����� ��	 ��� ����� 	� ��� ������ ������

��	� ��� ������� ���� ��� ��� ��� �	 	�� 	� �	
� ������

 � !� ��� ��	 ��� ����� ���� ��� �	��� ������� ��� �	�� ��� �������

�	������ 	� ��� ��������� ��� 	� ��� ������ �� �������� ��� ��
�����

���� �� �� ��� �� � ���	���� ���� ��� �	�� ��� ������� ��� 	� ���

��������� ��� ����� ��� ��� ��� �	�� ��� 	� ��� ���������� ���� "	��

���� ��� ��������� 	� ��� ���� � �
���� �	� 	
� ����#� ��� � �	� �����

� ���� 	� ��� ��#����	� 	� ��� ��	���

$��� � �	 �������� ��� ����	� 	� ��� ��� ��	��� ��� ����� ���� ���

�	��� ��� ���� 
 ��� �	��	���� �������	�%

���� ���
�

�� �� ��� ��

&� !� ��� ��	 ��� ����� ���� ��� �	��� ������� ��� �	�� ��� �������
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�����

���� �� �� ��� �� � �� ���� ��� ���� �	 �������� ���� ��� � ��


����������� ���� 	� ������ � ��� �	�� ���� �� ��� ������� ��� ���

�������� "	�� �	����� ���� ��� ������ ' (
� ��)� ��� ��������� 	�

��� ���� ' � �	� �� ����� � ���� 	� ��� ��#����	� 	� ��� ��	���

$��� � �	 �������� ��� ����	� 	� ��� ��� ��	��� ��� ����� ���� ���

�	��� ��� ���� 
 ��� �	��	���� �������	�%

���� ���
�

�� �� ��� ��

*� !� ��� ��	 ��� ����� ���� ��� �������� ������� ��� �	�� ��� �	��

�	������ 	� ��� ��������� ��� 	� ��� ������ +�� ��
����� ���� ����

���� �� ���������� �� �� ��� �� � ,���� ��� ������ �������� ����

��� � �� 
����������� ���� 	� ������ � ��� �	�� ���� ��� ��� �	���

$��� � �	 �������� ��� ����	� 	� ��� ��� ��	��� ��� ����� ���� ���

�������� ��� ���� 
 ��� �	��	���� �������	�%
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�
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� ��	� �	� ' ��	��	 ���� ������� ������

��� ��� � ��� ��� � ��� ��� � �� ��� ��
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Exercise 11.3 (Solution on page 459)

����� ������������ ��� ����������  ��� ����� !��������  ��� ���" !��� �#��

� ������ ���" ���� � ����$ ��� �� !�� ���" ���� � � #��#��� ��� ����� ��

%����  ��� #������$ �� ���" ��� ���� ���������" !���� �� ��� ����& �� ���

!�� !���� ��� ����� �" � ������� ��� #������ ��
 ������ ��� !�������� ����

��������� ��� ������������ �� ������ ���� �� ��� �����$ ��� �����������

������������  ���� �� �� ���# �������� '�!� ���������" ��� ��!� !�������

!�� �� ��� �����

(� !�� ��� ��) ��� �!���� ��� ����� �����"*
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Exercise 11.4 (Solution on page 461)

�� ��� ���� 	
���� ����� 	�
� � ������� �� ���� ��������� ���� ���

�
��� ��
����  � !�"�� #�

�$% ��� &��
�� ��� �
����� '�"$ ������ ��
����

 � (��"�
 )* ����$��% ��� �� $�
�� ��� +�

����, ��� 
�� �� ����� �� ����

���� �  �� +��� �-�
����, �� � �" 
�� +�"�����* .���� ��
� � 	���,�

��

/", ��� � ������,�

�� /",� ������� ���� ��� ������,$ �� ����� ���� ��� ��

	

 ��� 
��,�� /", ���� ����
�� +�"� ,�

��$ �+ ����� +��� ��� +�"������ ���

�
��� �� ���� � $��
� �� ����� �� $��� ���  �� 0$ ����� ��� ������� ��$�$���*

&�� ��� ���� ����,� ���$ +���1

Exercise 11.5 (Solution on page 461)

��" ��� $�����, �� � �" ������, �  
���+�
�� ��� � �"� �� +���� �+ ��" �

$2"��� ���� ���� �  ��� ��� �� ���� �+ ��� +�"� ������$� ���� �+ ����� �$

������ +����"� �� +���������  "� ��� �

 ��� $���*

��" ����� �"� ��� 3  
���
� +��
��, ��"� ��� ���"�� ��� ���� 3 ��" �"��

���� �$ ����  ��� ���$ �$ ��" ��$�* #��� ��" ��� ����",�� �+ ���  ���

���$ ��� �

 �������� ��� $��� ��� ������� �

 +����"� �� �

 +��������% ����

��" ���* 4������$�� � ��

 ������ ��� ����  � �� �� ������ ���"��� ��� 
��

��" ��� �,���*

#��� $�����,� ��

 �����
�� ���� ��" ��� ��� ,���1

11.2 Computations and Processes

���$���� ��� +�

����, �
,������� ����� "��� �� 5"�
�� ��* 677 !�%� +�� ����

�"���, ��� ,�����$� ������ ����$�� �.��% �+ ��� �"� ��$ x ��� y� ���� �$�

��� 
��,�$� ����,�� ����� ����
� ������$  ��� � ��� �* ��� ��� ����  �
���

��� ���"
"$ +"������ x mod y $���
� ���"��$ ��� ��������� ���� �������,

x  � y� ��� := �����$���$ ��� �$$�,����� ���������*%

loop begin

x := x mod y;

if x=0 then return y;

y := y mod x;

if y=0 then return x

loop end

8��$ �
,������ ��������
� 9�-��"��$: ��� +�"� 
���$ �+ ����  ������ 9loop

begin: ��� 9loop end: "���
 � ��
"� �$ ���"����* ;�� �-���
�� �+ �� ���
�

���$ �
,������ �� ��� ��
"�$ �<=>? ��� �<�@>� �� ,�� ��� ��
"� ? ���"�����

����� �$ ������ ��� .�� �+ =>? ��� �@>*
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������ ���	
 � ������ �������� ��� ��� � �	� ��� ��	�

� ���������� �� ���� ������ ���� �� ����� ��! ����"������� �� 

������� ����� � ��� ����� #���� $�%���& � ��� $����'%��� �� �(���%� ��������

�� ��� ����� �� ����� ��� $����'%�� ��$� ��� $�%��� �)�	� ��� �)��	 ���

*��� ����� ����� ����� �%��� �� ��� ���������� x := x mod y+ ���� ����� ���

��� �,��� � �������� ��� ����� � ��� �!���� '! �������� ��� $�%�� � x�

���� ��������� �� �������� '! ��� %�'�%%�� ��������� �!���� ��������

�� ������ ���	�

Exercise 11.6 (Solution on page 462)

������� ��� ��������� �!���� �������� �� ������ ���	�

�� -� ���! ������ ��� �����. /��� �����

�� -� ���! �������� ������ ��� �����. /��� �����

0� -� ���! ���������� ��� �����. /��� �����

�� �� �(���%� � � ��� �'������ ������ ������� ��� ������� � ���

����%� ��'%� %��� ����������� �� ������ ���1 ����� ��� � ������ � ��%% ��

������� ��� %���� � ��� , ��� � ����� '���� ����� ������ ��� ������� �� �

'��%�"�� ������� '������ '����� ���� ��� %���� �� �� �� ��! ����� �� ����

��� %��� ��� '� �� �� � ����� ������


� ��� 2 �� ����� ��� %���� �� , #��� ��� ������� '������ �� ���&+

� �� 2 �� ����� ��� %���� �� � #��� ��� ������� '������ �� ���&+ ���

� ������ 2 �� ����� ��� ������� '������ �� '���� #��� ��� %���� �� ,&�
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������ ��� ����� ���� ��� ����� ������� ��� ��� ����� �� ��� ��� �����

�������� �� ��� ����� ��� ��� ������� ���� �� �� ���� � ������� � �������

���� ���� ��� ����� ������ �� ����� ��� ����� ������ ��� ������ ���! ���

���� ������ ��� ����� ������ �� �� ������� ������� � ���������� ���� ���

����� ����

Exercise 11.7 (Solution on page 463)

"#���� ��� ��� ������� �� ������ ������� $����% ��� $�����	�%� �����

���� ��� ������� ��� ��������� �� ��� ����� ����� ����� ���� ��� ���� ���

���� ���� ���� ��� ����� �� ��� ��� ���� ���� � ����� ���� ��� �� ���������

&��� �� ��� ���� ��� ������ ��� ����� �� ������ �'�� �� ��� ���� �� ������

��� ���� ���� � ���� �� ��������� ��� ��� �� �� �� �� �( ��������� ��

��� ����� �� ��� �������

Example 11.7

)� ��� ���� � '��� ����� ���� ���� ���� ������� ��� ��� ����������

����'�� �� �������


Cl


�	�

*��� ����� ���������� ����� ��� ���� ��� ����� Cl ��� ��� �����������

Cl

�	�
�� Cl� ��� �� ��� �� $��������% ���� ��� ��������� ��+���������� �������

���� �����


Cl Cl Cl Cl Cl � � �


�	� 
�	� 
�	� 
�	� 
�	�
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����� ��� ����� Cl 	� ��
������ 	���	��������� �	���� �������� ����� ���

�����	�	�� ������� �	�
��� 	����	��� �����	����

� ���� ����	��	� ����� �	�� ��
	����� �	�� ���� � ��	�� ����� �� �	��� ���

���� ���
� ��� ����
��� � ����� ��	�� �	��� ������� � �	��� ������ ����	� 

�	���� ���� �� �������� �� �������!

Cl� Cl� Cl� Cl�

���� ���� ����

���� ��� ����� Cl� ��
������� ��� ����� �� 	�������� �������� �� ��� ��� ����

��� ���	�	���� ������ Cl�� Cl� ��� Cl� ��
������ ������ ��	�� �	�� ������� "�

#� ��� $ �	���� ���
���	����� %� ��� 	����	�����  ������	�� ��	� ����
�� ��

����� �� 	���	�� ����� �� ������ Cl
�
&��� � � �' ����� ����� Cl

�
��
�������

� ����� ��	�� �	��� ������� � �	��� ������ ����	� �	�����

Cl�Cl�Cl�Cl�Cl�� � �

��������������������

(�	� 	� ���� �	�	��� �� ��� ������� ����	�� �� ��� 	���	������	��	� �����

������ ���� ���� ���� �� 	���	�� ����� �� ������� �	�� ���� ����� ���	� 

� �	� �� ���� ���	�� ��  �� �� ��� ���� ������ �������� 	� ��	� ������ �	��

��� �	)����� ������ Cl
�
� ���� ���� ���	�� ����� � ��� ���
 ������ �� ��� �����

Cl� 	� ��	�� ��� ����� ���
�� *� ��� ������� ������ ����� ���� ����� 	� ���

���� �� ��� ����� ����� 	� ���� �� 	���	�� ����� �� ���� ���	��� ��� ��


�������� ���� 	�� *� 
���	����� ����� 	� �� ����� �	�� Cl� ���� ��	�� ��

���� ���	�� ��� �����

Exercise 11.8 (Solution on page 463)

+��� � ����� �� � ,���� Cl� ��	�� ��� �	�� ��� ����� �� �	���� �� ���

���
 �	��	� ����� ��� �	��� ��� ���� ������� ���	���� ��� �����	�	��� ����

��� ����� ����-

Example 11.8

*� ��	� ����
�� �� ����	��� � �	�
�� �������� ��	�� ����� ������� �����

.����� (�� ����� �� ��� �������� ��.���� ����� ���	�	��!

� %�	�� .��� 	� 	� �� ��� 	� 	� 	� ������� .����� ��	�� 
�	� �� .���� 	�

	� �������	� �������� ���� �	�� ��� �	����	�� 	� 	� �������	� � (�	�

	�������	�� �	�� �� ��� �� ��� ������	� !
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� ��	�� ��� �� ����� 	� ��� �� ������ �� � �
� 	
 ��	�� �	����	�
 � ���

�	���� �� � ���� �����
 ��	
� ������ �
 � ���� �� � ���� �����


��	
� ������ 	
 ��� ��������� !�	� 	
������	�
 �	�� �� � ������ �� ���

������	
��

�� ������� ���� �� ��� �" �� ���� ��

��� ������� ���� �� ��� �" �� ���� � ��	�� ����	
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11.3.2 Action Prefix
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11.3.3 Process Definitions
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11.3.4 Choice
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Exercise 11.11 (Solution on page 467)
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Exercise 11.13 (Solution on page 467)

������ � ������ ������������� ������ ����� ���� ��������� ������ � ��� ���

� ��� ���� ��� �������� ��� �� ����� ! ��� �� ��� �� ���� ����� ���

�� � ��� "���� ! ��� ��� ��������� #�!�� ��������� � ��� ������� ������

$ � ����� �������� ��� ������ "����#��� �� !� � � ��� �� �� � � � � ����

��� ��� !������ ������


��
 ������ � �� ��� ��
 �������� � �� ���

���
 ������ � ��� ��� ��
 �������� � �� ���

���
 ������ � ��� ��� ��
 �������� � �� ���

%��� "����#�� �� �� � ��������� ��� ������ �� ��� ����� �� ����� � �����

������� � #� ���������� &� ����������� ��� ������ "����#�� �� �� � ���������

��� ������� ����� ! ��� ������� ��� ��� ��� !������ ��'�����


��

��	
( ����� ) ������� ) �������

�� *�"� ��� ��'������ !� ��� ��������� ������ "����#��� ��� ��� � � � � ����
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��
���
� 10p.10p.( coffee.collect.��

+ tea.collect.�� )

��
���
� 10p.( 10p.coffee.collect.��

+ 10p.tea.collect.�� )

��
���
� 10p.10p.coffee.collect.��

+ 10p.10p.tea.collect.��

coffee tea

10p

collect

������ ���	
 ����� ������������� �� � ������� �������

11.4 Distinguishing Between Behaviours

�������� ��� ������ �� ��������� � ����� ������� ������ ����� ���� �����

� ���� �� ������ ��� 10p ����� �� ����������� ��� ���� ���� � coffee �� �

tea ������� ��� ���� ���� ���� �� ������� �� collect ��� �������� ���������

����� ����� ��� ������ ���� ������ �� ��� �������� ������ ��������� ��� ����

������ �� ��� ���

���� ������� ����������� �� ������� �� ��� �� ������  �����!������" ��

������� ��� ����������� ��� ���� �� �������� ����� ������ �� ���� �����

�����!�������� ��� ������ �� ���� ���� ���� ��� ��� �������� �� ���

����  ���" ��� ������� ������ ���� �� ��������� �� ��� ��� �� ���

����� ������� �� ������ ���	� #� ��� ���� ����� ����� ��������� �� ��

������ ���$� %��� ���� ��� ������ �� ����� ���������� ������� ������ ���

����� ���� ��� ��������� ����������� �� ��� �������� ����� ��� ������� ���

���� ������ �� ��� !��� �������� ��� ���� �� ������ ��������� ��� ���������

�����������


��

10p.(coffee.collect.�� + tea.collect.��)

coffee.collect.�� + tea.collect.��

collect.��

��� ����������� ��� ������ ������� ����� ��� ������� ����� ��� ��������� ����&

�������� ��� �������

��

10p
�� 10p.(coffee.collect.�� + tea.collect.��)

�����

��

���
' 10p.10p.(coffee.collect.�� + tea.collect.��)

��� �� ��� ������ ���!� �����
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collect
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10p.10p.(coffee.collect.�� + tea.collect.��)

10p
�� 10p.(coffee.collect.�� + tea.collect.��)�

Exercise 11.14 (Solution on page 467)

���� ��� ������ �� ��� ����� ��� ����� ������ ����������

������� ��� ��������� �� �� �� ������� ���� ��� ��������� �� �� �� ���

����� �����! ��� �������� �������� �� ���� �� �� ��� �� ���� �� �� �� �� ���

����� ��������	 �
� 10p �����


� ��� ��������� �� �� ���� �� ����� ��� coffee �������

" ����� �����!

�� ������ ��
 
� �� � 10p ������


� ���� ��� �� �� � ����� �� 
����
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����� �� ���� 
� �� ���

�
� ���� 
� �� �
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�����
� ����� ��������� ��� ���� 10p ����

	� ���� �
�� ������ ��� �
��������� �� ��������� � coffee

�� ��� �
��������� �� ��������� � tea�

���� ��������

�� ��� 
� � 10p ������ ��
 ��
 �� �� � ����� �� 	����

�� ������ ��	 	� 
� � 10p ������

	� ���� ��
 �� �� � ����� �� 	����

	� 	���
� 
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Exercise 11.15 (Solution on page 468)

������ ��� ��
����� �
 ��� � ��
����� ��	 �� ���� 
� �� ��� �� ��� �
�

���� 
� ���

�� ������
� ��� �� ��	 
� 	� �������� 
���������� ���	��� ����

������� !������� �� ������ �
 ��� ������
� ���� �� �� ���� 
� �� ��
����


� ��������� �� 	
���	����� 
� �������� "�������� ��� ������
� �� �� �
��


� �� ��#� 	������

Exercise 11.16 (Solution on page 469)

$��

�
���
% ����0 & ����0 �

���
% ��� & ���

�
���
% � & �����0 & ��0� 	

���
% ���

'� (��� � ��������
� ������ ��	 ��	����� �� ��
�� ������ �� �� �

��� 	�

)� �#����� 	������ 
� �� ������ � ��� 	 ����� �����������

301



Modelling Processes

11.5 Equality Between Processes

�� ��� ����� �	 
����� ���� �� ������� ���� � ����� �	 � ������� �� ����������

��������� �� ���� ������ ��� ����� � ���� ������ �� ���� �� ������

���� ����� ����� ���� ��� ���� ���� � ���� �� ����� �������� �������
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� �	 �
�

� � ��� �
�

� � ��

� �	 �
�

� � ��� �
�

� ��

Exercise 11.17 (Solution on page 469)


��� ���� ���� ���� �	 �������� �� � ���������� ������� ���� �������

�!�������� ����� ���� �� �� ��"�!���� ��������� �� ����������

#� ������� ������ �	 � ������� � ���� ���� �� �� ���� ���� ��� 	�������

�������� ��� ���� �	 ������� ����� ��$�� � ��� ������� �����

%��& � ' 0 � ��

%��& � ' � � ��

%��& � ' � � � ' ��

%��& %� ' � & '� � � ' %� '�&�

%��& (	 �
���
� � ��� � � ��

)��� �	 ����� �������� �� ������ *����$�� �� ��������� ��� ����� �� �����

��������� �� �� �	������

Example 11.17

�� ���� ���� � ' 0 � �� �� ��� �� ��$�� ��� �������� �	 ��� 	�������

��� ������������

� �	 � ' 0
�

� � ��� �
�

� � ��

� �	 �
�

� � ��� � ' 0
�

� ��

��� ����� ���������� 	������ ����������� 	��� ��� ���� 	�� �������

+�� ��� $��� ����������� �	 � ' 0
�

� � ��� ��� ���� 	�� ������ ���� ����

������ �
�

� � �� 0
�

� � ��� ���� ����� ��� � ��������� ������ ��� �	

0� �� ���� ���� ���� �
�

� � �� ���������

)!����� ��� ��� ������ ������ �� ������ ����� �� �!������ � ������ �

��� �!� ������� �������� ��� ����� �������� ���� �������� �� ����� )��

	������� �� �� ����������� �!��� ��� ���� �	 �������� ������ ������
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Exercise 11.18 (Solution on page 469)
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11.6 Additional Exercises
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 ��������	�	�
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��������� �� ������ ������� ��� �� ������� ��� �� ������ � ��� ��

�� ������ �� ��� ���� � �� ������� ���� ��� ����� ��� ������� ������

���� ����� � ��� ������  �� !���� ������ "# ��� ��� �������� $% ��

��� ��� �� �� ��� &��� ������ ��� ��� �� 	�	��� � �� 	����

��� ��� ����

'� ��� ��� !���� ��� ��� �������� ����	� � ��� ����� ����� ���

�������� ������ � ���	�(

"� )� ��� ��	��� ��� ����� � x mod y ����� ��� ������� ���	�� ���*

�����+

while x� y do x := x-y

return x

,�- .��� ��� ��������� �
���� ��������� ���� ��� ��	������ �

��� ����� "% mod ���

,�- /��� ��� ������� ������ ��� ���������� � ���� ��������� �
�����

#� 0������ ��� ������� 	����� ��1������

�
���
2 ��0 3 ��� �

���
2 ��� �

���
2 ���

,�- .��� ��� �������� ��������� �
���� �� ��� ���� 	������

,�- &�	���� �� ���� �� ������ � ��� � ������ �����������
�

4� 5���� ���� ��� 	����� Clock% ����� �
 ��� 	����� ��1�����

Clock%
���
2
�

���

Cl�

��1��� ��� ���� 	����� �� ��� 	����� Clock ��� &���	�� 66�66�

6�� .����� � ��
	�� ��� ����� ��� ����� ������ �������� �� � ��� ��

5�
 � ��� ��
� ��� �� 	������ �� ��
 ����� ��� �� ��� ������ ��!�����

� 7 ��
 	������� �����
 ������ �� ��
�� ��� ���� ��� ��� ���� 	���

66� 8� ���� !������� �� ����
 ��� �	���1����� � � ��� �����
 �
����� ��

����� � ���� ����� ,��	������
- �������� ��� ������� �� � ����� ���

�� �� 	�� � ��� ���� ���� �� ����������

 �� �������� ��������� �
���� �� ���� �	���1����� �� 	������� �� 9��*

��� 66�6� '��� �� ���� � �
���� ����

� ����� ������ 	 2
�
��
 ��
 ��
 ��
 �	
 �

 ��
 ��

�
� ���

� ����� ������ � 2
�
	��� ����� ������� ��������� �� �� ����

�
�
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 � �� ��� ���� ����� �������

��� ������� �� ���� ��� ��� �������� �� ��� ��� ��� ���� �� ��������

��� ���� �� ����� �� ��� ��� �� ��������

�� ��� ����� ����� �� � �� �� �� �� ������� ��!�������� ���� �

��
	��
" ����� # ������� # �����	
����

$� � ����  ��!������ ��� ��� �� ��� ����  ������ �� ��

��� %�� ����� ����� ���� �� ���� �� ��������� ��!��� � �� ���

����� � � �����&�


���� " '��� ���� �� ���� �� ���� ��(

���� " '��� ��� ���� �� ������� �� ���� ��(

���� " '��� �������� �� �� �� ���� ��(

���� " '��� ���� �� ������� �� ���� ��(

��� ��� �� ����� ���� ���������� ������� ��� ����� ��� &����

���� �� �����
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Additional Exercises
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�
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� ��� ��� ���	
� �	�� �	�

�

��� ����� �	
 
�
���� ����
� ��� ������
 ���� ����
 ���� � �	�� ��

��
�� �  
�
����� �
������ ���
!"�!���
#  	�$	 ��
 $���
� �����

�	
 ���
 $��� "����� � 
�$	 ���

�%� &��
 � ��$
�� �
'����� �� �	
 "
	����� � �	
 �����
 $��$����� �

(����
 ���� ����
 �����

�)� *������ �	
 ��� ��� 
+������
� ��� ,
$��� ���)� �-	
 '��� �
  ��

�
�������
� �� ������
 ����.# ���
 �����

���� � / 0 0 ��

���� � / � 0 ��

���� � / � 0 � / ��

���� �� / � � /� 0 � / �� /���

���� 1� �
���
0 � �	
� � 0 ��

�2� *������ �	
 ��� ��� 
+������
� ��� ,
$��� ���)�

���� 1� � 0 � �	
� � /� 0 � /��

���� 1� � 0 � �	
� ��� 0 ��� �
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Chapter 12

Distinguishing Between
Processes

������ �� � ����	
� ���	� �� � �����

� �������� 	�
���� ���	
� ���
�	
��

�� �� �������� ��� ���������� ����� �� ���� �� ����������� 
������ ���

������ �������� ���� ������� ����� �� ������ ������ �� ������ ����

��� �� �� ����� ���������� ��� ��� ������� �� ����� �� !������ �" ����

���������# ��� 
��� ��� ����� �� ��� ��� �� ����� ��
� ���� �� ���

��� ���� �� ������
� ����
�������� �� ���� �������� �� ����� �$����� ����

������ 
 ������� � ������� �� ���� ��� �������������� 
������ ��� ����

���������� �� ���� �����

� ��� %��� ��� �� ���� ��� �� ���� ���� ��� ��� ��������� ��� �����
�� 
 

������� ��� �� ������ ���� ��� ������� ��� �� ����� ��� ����� ������#

� ��� ������ ��� �� ���� ��� �� ���� ���� ��� ��� ��������� ��� ��� �����


 ������� ���� ���� ������� ��� ��� ��� ������ ���� 
 ��� ������

�� ���� ����� ��� �� ��� ��� ��� ��� ���� ���� � ��� � ������� ������� 

&����� ���� ��� 
� �����
��'# ��� ��� ��������� ���� 
� �������� �� 
� ���

���� �� ��� ������ ��� �� ��� � ������� ������� � ��� ��(����� �� ��� %���

��� � ������� ������� �

12.1 The Bisimulation Game

�� ���� ���� �� ����� 
 �������� ��� ������� ������ � ��� � &����� ���

���������� ������ �� ���� ���������� � ����'� )�� �$������ �� �� ��������

��� ������� ��� � ����� ���� ��� %��� �� ��� ��� ���������� � ����� ��������

�� )����� �*��� +� �� ���� ��%�� �� � ���	�� ,���� �����- �� � � � �����

�� ������� ���� ��� ���� ��� �� ���� ����� &����� ���� � .�'� / ���� ����

��%��� �� ����������� ������ 
 �
�
&��� ' �� �

�
&��� '� 0�� ���� �� ��� ��
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������ ��	�
 ������ ��������� �������	

�	 ��� ���� ����� ������ �� ���������� ��� ��� ��� ������ ����� ��

�� ���� �� ���������� ��������	

�	 ��� ������ ����� ������ �� ���������� ��� ��� ��� ������ �����

�� ���������� ��� ���	

�� ��� ��� ���� �� ���� �� ������ ������ �� ��� ��� ����� � �� � �

�� ���� ������� �  ������	

�	 ��� ���� ����� ������� ��� � ��� ��� ������� �� ��!�� ��  �����

���� � ���� �� ������ ���� � ��� ��������" � ���� �� ����������

#��� ��� � ����� �� �� ����� ������ ��� � ������ � ��� ����� ��

����� ��� ������ ���$� ���� ��� ������ ����� �� ������� �� �� ���

������	

�	 ��� ������ ����� ���� ��!� ��� ����� �����  ����� ���� � ����

����� �� ��� ���� 	�
�	 � ��� ���� ���� �� ��� ���� �����" � ����

�� ����������� ���� ��� ���� ����� �� ������� �� �� ��� ������	

���� ������� � ��!�� �� �������  �� � ���� � ������� ����� ���� ������

��  ��  ���� � � �������� � ��!�� �� ��� ��� �����  ����� ���� �����

� �� ������	 %��� ��� ��� ���� ����� ���� �� ������ ����� ����� �� ��!�

every time it is her turn " ��� ���� ��� �!� �� ���� ��!��� ��� ���

�����	 & ��� ������ ����� �������� �� ������� �!��� ��!� � ��� ����

������ ���� �� �� ������� �� �� ��� ������	 & ����� �� �� ���� ������ ����

��� ������ ����� �� ������� �� �� ��� ������ � �� ��� � ��� ��� ���

���� ��  ���!��	 #&� �� ���� ����� ������ �� ������  ����� �� �� ���

������ �  ��� ����� ����  ���!��	 '���!��� ����� �� ������� ��������
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The Bisimulation Game

����� ����	 �
� �� ���
 �� �� �
���� ���� ����� �� ������ � ��

��� ���

��� ��

�� �
� �
 � ������

Example 12.1

������� �� ����� ���� ��� ����
� �
 ������ � �
� � �� ��� ���� ���
�����


������ �� ����� ����	 �
� �� ������ ���� ��� ���� ����� �� ��� ������ ��

�� ��� ���� ������ ��
 �� � ��� ����
 �
 ����� � ���
 ��� �!��������

����� �� ����� � � �
 �����
�� ��� ����
� ������ ���� �� � ��� ����


�
 ����� � ���
 ��� �!�������� ����� �� ����� � �

�� "�� ���� ������ ��
 ���
 �� � ��� ����
 �
 ����� � ���
 ��� �!��������

����� �� ����� �� ��� ����
� ������ ��

�� �����
� �� ���� �� �	 ��

����� ��� 
� �!�������� ������ �����
 ��� �� ����� � 	 �� ��� ���� ������

��
��

#� ��� ����
� ������ 
� �� ��� �
� �����
� $ �
� ���� �� ��
 
� �� �� �

���� � ��� �� � $ ���� ���
�� � ��

�
 ������� ��� ��� ���� �������

Example 12.2

%�
����� ��� �������
 ��� ������ �
 ��� ����
� ���
�����
 ������ �
 ��!

��� ���� ���� ��� ����
� �
 ������ � �
� �	 ����� �� ������ ���� ��� ����

����� �� ��� ������ &�

�� "�� ���� ������ ������ �� �� �
 ��� ����
 �
 ����� � ���
 ��� �����

�������� � �� ����� '� (
 �����
��	 ��� ����
� ������ ��� �� �� � ���

����
 �
 ����� � ���
 �
 ����� �������� �� ����� ��� ����� ���� �� ��

����) �� �� �
 ��� ����
 �� ����� �	 �� ����� &	 �� �� ����� *� �����

���� ������	 �� ������� �� �� � ��� ����
 �� ����� *�

�� "�� ���� ������ ���
 �� �� ��� ����
 �
 ����� * ���
 ��� ����� ��!

������ � �� ����� +� (
 �����
��	 ��� ����
� ������ ��� �� �� � ���

����
 �
 ����� ' ���
 �
 ����� �������� �� ����� ��� ��� ���� �� ��

����) �� �� �
 ��� ����
 �� ����� & �� �� ����� '� �� ������� �� �� �

��� ����
 �� ����� &�

&� "�� ���� ������ ���
 �� �� ��� ����
 �
 ����� + ���
 ��� ����� ��!

������ � �� ����� '� (
 �����
��	 ��� ����
� ������ ��� �� �� � ���

����
 �
 ����� & ���
 �
 ����� �������� �� ���� ��	 ���� �� ����������	

�� ��� ���� ������ �� �������� �� �� ��� ��

���

(
 ���� ����	 ��� ���� ������ ��� �����) ��� ����
� ������ ��� �� ���� �����
�

���
 �� ��� �
 �����
�� �� ��� �� �� �� ��� ���� ������	 �
� �� ������ �����

������� ,�� ��� ����
� ������ �����
��� �� ��� ���
�
 �
�

� ' �� � �� ���

���� ������ �� ����
 ��� �� � �
�

� �	 �� ����� ���
 �� � �����
��� �� ���
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���������� �	
�� 	� ��� ��� ������� �� ����� ��� ���	�� ������ ��� � �������

�������� �� ���� ����� ���� ���� ���� �� ���� �
����� �� �����	� ����

 	� ���� � ������!����� ����� ��� ���� ���� ����� �� �	 �	��������� 	� �

���� ������� ���� 	�� 	� ��� ��	 ������� ��� � ������� ��������� ���� ����

�� ���	���� �� ��� �	��	�����

Theorem 12.2

��� ��� ���	 �
�
"��� # �� �

�
"��� #
 	��	� �	 ���� ����	� �� � �������

�����	��
 �� �	 �	���� ����	� �� � ������� �����	���

Exercise 12.2 (Solution on page 470)

$�	
� ���	��� ���� �	� ���� ����� �
�
"��� #� �� �������	� 	� ��

�������	� ����	� �� ���� �	 ��	
� ��� ������ �	� ������ ������
�
"��� #�

��� ��		� �� ���� �� �� �%������ �� ��� ��� 	� ��� ������� "&%������ '� ���� (()#�

Definition 12.2

�	 ��� ��� ��� ����	�� ����	� � ��� � ��	 �-game equivalent
 �����	�

� �
�
� 
 ��
 ��� ���� ��
 �	 �	���� ����	� �� � ������� �����	�� �� �	

���	 �
�
"��� #� ���������
 �	 ��� ��� � ��� � ��	 �-game equivalent


�����	� � �
�
� 
 ��
 ��� ���� ��
 �	 �	���� ����	� �� � ������� �����	��

�� �	 ���	 �
�
"��� #�

 	� �%������ �� �� ����� �	������ ��� ����� 
������ �������� ��	� ���!

��	� ����� �� ��� �	�� ���� ����� �������� ������ ��� �������� �!���� ����
!

����� ��� �������� �	� (!���� ����
������

�� �� �� �� �	� �� � � ��� �� (��

��� ���	�� ������ ��� � ������� �������� �� ��� ���� ����� ���� �����

��� �%������ 	� 	��� ��	 �	
��� �� ��� ����� �������� ����� ���� ��	

�	�������
� 10p ��������	���

�� �� ��� �� ��� �� ��� ���

��� ��� ������ ��� � ������� �������� �� ��� ���� ����� ����� �	�

����� �%������� 	� �	
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�

� �
�

�	 �	�� �
�
���� �

� �
�
�
�
� (	��!�� �� ��������������� ���� ��� ��

	��� ������������ ���� �
�
� (���� ��� ���� ����� � � ���� ����� �� �

�
�	

�������������� !����� 	� �) ���� ��� �
�

� �
� ���� �

� �
�
�
� �	 ����������

���� � � � � ��� ����� �� ���	�� ��� �	 ��� � � � � (���� � ��� ��

*� � �������� �������� �� ��� ��	� ���� �� �
�

� �
� ���� �

�

� �
�

�	 �	�� � � ���� �
��� �� (���� � �� ������ � ����������	�� �

Exercise 12.8 (Solution on page 474)

�� ��� �������	� 	� ��� ����������	� ����� ��� ��� ����� ��� ��� �	 �	!�

����� �	
�� �� ���� �	!�� $���	�� ������� ��� ���� ������ �	!� ��� ����

�	
�� ���� ���� �	!�� +	 �,������ �� �	 �� ��� �	!� ��� �	!�� ���

�	
�� 	� ����� � � ���� ��� ���� ������ �	!� ���� �	
�� �� �!�� �	!�) ��

�	 ���� ��� ��� ������ ��� �	!� ��� �	
�� ����� ������ 	� ����� �� -��

� �
�
� ��� ��� 	��� ��� ��� ���	�� ����� ��� � ������� ������� �� ���� ���

���� ������ �	 �� �	�� � 	���� &���� � ��� �� �'�

�� $�	� ���� �
�
�� �� �.��!������ �����	��

�� $�	� ���� � �
�
� ������� � �

�
� � ���� ��� �� ��� ���	�� ����� ���

� ������� ������� �� ��� ����������	� ����� ���� �� ��� � �������

������� �� ���� ��� �����

%� $�	� ���� � �
�
� �� ������ �	�� �	� ����� ���� � �

�
� � &(����

�	����� ��� �	������ ����0 ��� ����0/ ��0�'
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12.4 Bisimulation Colourings

����� ���� 	� 
����� �� ������ ������ ��� ����
���� 
���
��������� ��

���������� ���������
�� �� ���� ���� �	� ��
��� ������ �� ��������������

����������� 	� ��� ������ �� ���������� �����
� �� ������� �� ��� 	���

� 	������ ������� ������ �� ��� ��
��� ����� �� �� ������� ����� ���

�����
� ����� �� 
������� ��� ������ �� ��� ��
��� �� � ����
��� ��������

���� ����������� ��� ������ ���� ���������
� 
������ ������ �� 
�����

Definition 12.8

� bisimulation colouring �� � �����	�	�� �
���� 	� � �����	�� �� ��� ������

��	� ���	���� ��� ������	�� �������
�

 � ���� ����� 	��� ���� 
���� � ��� � ��������� ������� ��� �� ��

���� � ����� 	��� ���� 
���� � �� ���� every ����� 
������ � ��� ��

������
������������� ��������� ������� ��� �� �� ���� � ����� 
������ � ��

!� �������� �� ���� �� ����� ��� �� ����������� ������� �� � ����

������ ���� every �� ����� ��� �� ����������� ������� �� � ���� ������

���� 	� �� ��
� 	� � ��� � ���� ��� ���� ������ ����

� 	� �
�

� �
� ���� �

�

� �
� ��� ���� � � ��� ���� � � ��� � � ���� ���

���� ������ ���

� 	� �
�

� �
� ���� �

�

� �
� ��� ���� � � ��� ���� � � ��� � � ���� ���

���� ������

��� ������ � ��� � ��� bisimulation equivalent �� bisimilar� ��	����

� � � � 	� ���
 ���� ��� ���� ����� 	� ���� �	�	�����	�� �����	���

"� � ������ �������� �� 	� ������ ��
� ����� ��� �	� ������ 
����� ����

���� 	���� 
����� �� � ������������ 
�������� #�	���� ������ � �������

������ 
������� 	��
� ������� ��� ���� 
���� �� �	� ��$���� ������ ����	�

�� �� 
��
���� ���� ����� �	� ������ �� ����������� ���� ��
� �� �
���� ��

��� �����	����

Theorem 12.8

� � � 	�� ��� ���
 	�� � �
�
� �

Proof: ����� � ������������ 
������� �� � ��������� ������� ��� �����

�������� 	��
� ������ ��%��
������ ������ �� 
����� � ������������ �������

��

����� �� &�������� '(�)�� ��� ���
�� �� ������ '(�*� ��� �	� ��%��


������ ������ ���� �� ������������ ����������� ���� ��� �� � � � ������ �

��� � ���� ��� ���� 
���� �� ���� ������������ 
�������� ���� � �
�
� �
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���������	
 ������� ��������� � ���������� �	���� �� ���� � ��	 ���� ��	

��� ������ � �� � ���� ��� ���� ������ ��
 �� ���	 ��
 � �
�
� � �	 �����

��� �������
 ���� ��������� �� ������	 � ������������ ��������� ��������� ��

 �!������ ���"�� ����
 �� � �
�
� ���� � �� � ���� ��� ���� ������ ��

���� ������������ ���������
 �� ����� � � � � �

���� ��� ���������������� �� �#��������� ����� ���� �� ��� ��������� �$�

$����� �� ������������ ���� ��� ������ �� � ���������� �	���� ��� ��� ���

���� �#��������� %� ����� ���� ��� ������ ����� ��� ���� ������ ������
 ��	�


�� ��!�� ���� ���������
 ����	� ����������� ��� ��������� ���������&�� ��Invariant: �� � � � ���� � ��� � ��	� ��� 
��� �����

'� ���� ��	
 �� ����� ���� � ������ �#��������� ����� �� ������ ���
 ����� ���� ���

������ ������� ��� ���� �������
 �� ��!�� ���� $�������� �	 ��������� ���

�#��������� ������� ��	 ��������� ���� �� ��� ������ �� �� �#��������� �����

� ��� �������� ���� partition refinement algorithm ��� �� �(�������	

��$������� �� $���� ��� ��$����� �#�����������

)� �� ������������ �*��$��
 ������� ��� ����� ���������� �	���� �� +���

��� ����� �

�
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� �

��� ������� ��������� ��������� �� �� � ������������ ���������
 �� ��� �����

����� , ��� � ������������ �� � ����� ����� -
 ������� ��� ����� ����� ������

�
 �
 �
 - �� . � ��� ���� ������������� �� ����� ������� /����
 �	 ���

���������
 ����� , ������ �� �#�������� �� ��� ����� ����� ������0 �� ��	

������������ ���������
 ����� , ���� ���� � �(����� ������ ���� ������ �


�
 �
 - �� .� /���� �� ��	 �����	 ��!�� ��� ��������� �	 ��1��� ����� , �

�(����� ������ �����1
 ��	���

�

	




� �

�

�

� �

� ��

� �

� �

� �

�

� �

� �

320



Bisimulation Colourings

���� �� ����� ��� 	 
������	���� ��������� 	� ��� ����� ��	��� � 	�� � �	��

����	�������� �� 
�	� ��	���� �����	� ��� ����� ����� ��	��� �� � 	�� � ��

���� ����� 
� ��� ���	��	��� ��	��� � 	�� � 	���� 
� �����	���� �� ���

����� ����� ��	��� �� 	�� 
������	���� ��������� ��	��� � 	�� � ���� �	��

	 ��!����� ����� "��� ��	��� �� � 	�� �� ���� �� �	� �	"��� ��#�� ���

�������� 
� �	���� ��	��� � 	�� � 	 ��!����� ����� $����� �	�%��

�

	




� �

�

�

� �

� ��

� �

� �

� �

�

� �

� �

���� �������� �� 	 
������	���� ��������� ���� 
� ���������� �	���#��

��� ���	��	��� �� ��#�� ����� �� ������ ������	�� ��� &����
��������

�� ����� ����� ��	��� �	� 	� ���	
����� 	���� ��	���� ���� 	 ����� ��	���

	�� 	� ���	
����� 	���� ��	���� ���� 	 ���� ��	�� 

�� ����� ���� ��	�� �	� 	� ���	
����� 	���� ��	���� ���� 	 ���� ��	��� 	��

	� ���	
����� 	���� ��	���� ���� 	 
�	� ��	�� 	��

�� ����� 
�	� ��	�� �	� 	 ���	
����� 	���� ��	���� ���� 	 ����� ��	���

����� ��� ��	��� �� ���� ��	������� ������ 	�� �����	���� �"� 	�� ���� �"�

���� �	�� ��� �	�� ������

'�� ��� #��� ��	������� ������ �� '����� ����� 	 ������ ��(����� ����	��

��	� �� 
������	���� �������� �" ��� ��	��� �" ���� ��	������� ������ �)����

�� ���� ��� ��	��� � 	�� � �	�� ��� �	�� ������

Exercise 12.9 (Solution on page 475)

*���� ��� 	
��� �	�� ��	� ��� ��	��� � 	�� � �" ��� #��� ��	������� ������

�� '����� ���� 	���� �	�� ��� �	�� ����� �� 	�� 
������	���� ���������

���� ��&����� ��� ������� �" ��� 	�������� "�� ����������� �������

��� ��	��� �" 	 ��	������� ������ 	�� �����	����� ��� 	�������� ����� 
�

&	���������� ��� ��	��� ���� �����	���� �	����� 
� ��	����� ���� ��� �����	�

&	������� ��������� �" 	 ������ �	�� ���	����� 	�� ��	���� 	�� ��&�	�����

��#���� ��� &	������� 
� �&������� ��� �" ��� �	���� ���� ��� ��&	�	�� ��
�

�	���� �� ���� ���� ���� �� �������� ��	� ���� �" ��� ��	��� �" ��� �"

��� ��� ��
��	���� 	� 
� �����	���� �� 	�� �" ��� ��	��� �" ��� ������

+" �� 	��� ���� &������� ��� �� 	 ��	������� ������ ���� � ��	���� ����

��	��� �� 	� &��"��� �� ���� ��	� � ��#�������� 	� �	� ��#������ �����
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���� �� � ��	 
���� ��� 	� 
����� ����
� � �������� 	��� ���� ���� �


������� ������������ ������ ��
� ��������� 	� ���� ���� �
�� ��� �����

�� ��� ���������� ������ ������� ��� � ���������� 	��� 	��
� 	� 
�� ����

� ��������� ���
� �� ����� ��� � ����� �� ��� ���������� ������� ���� ����

����� ������������� �� ��� ��������� 	���� ���
��� �� ���� ����������

�� ���

�� � ������ �������
�� ���� ��������� ����
�� � ������������� ���

����� �� ��� ������ �� ������ ���������� ������ 	��
� �� �!�������� �� ���

�������� ���������� ������� "� ��� ����� ������� ��� ������������� �������

���� ������ ��� ����� ������� 	��
� 	� ����� ����� �� �� 	����� ���
� ���

����� ��� �� ���
��� �� �����	���

�

�

�
� �

�

�

��

� �

Exercise 12.10 (Solution on page 475)

#���� ��� ��� ����� ������������ 
�������� ��������� �� ��� $��� ����������

������ �� ������ %&�%� ��������� ��
� ��� �� ������ �� ������

'��� ���� ��� ��������� �� ���������������
( ����� ��� �� ������� 	��� ��

�������� � ��� �� �����
������� ������� ��� ������� �������� 	��� ��� ������

�� ��� ���������� ������ �� !������� 	����� ����� ��� ����� ������� 	��� ��

��
����

%� )���� ������ � ��� � ���� ���� �� ������������ ������� �� � 	����

������ 	���� 	���� ������ � � � � 	 ��� 
 �� ����

&� )���� ������ � ��� 	 ���� ���� � ������������ ������� �� � 	���� ������

	���� 	���� ������ � � � � � ��� 
 �� ����

*� )���� ������ � ��� 	 ���� ���� � ������������ ������� �� � 	����

������ 	���� 	���� ������ � � � � � ��� 
 �� ����

"� �����+� ������ 	��
� 
���
� ��� ����( ��� ��� ������ 	��� �� ��� �����

12.5 The Bisimulation Game Revisited: To Infinity and�

Beyond!

�� 	� ��������� ��� ��������� �
�

����������� ������ �!�������
� �� ����

�� �������� ������ �� ���!���� ��!���
� �� ������������ �� �
�
� ��� ��

���� �!�������
�� ,��� 	�� ������������ �� -���
��� %&�. �� ��� ������
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�� ��� �����	
 �� ���� Clock �
�

Clock� ��� ��� � � � ��� Clock ��
�

Clock�� ��� �	 ��� ��	� ��� ��� ���� �� ����������� �
�

�� � 	������� ��

�������������	� ��� 	������� � ���� 	���	 ���� ��� �� ��	� ������������

�� � �	 �� ���� ��� ������ �� ��  !�������� ��� �� �� ������� ��� �������

��� ������� �� ��� �����	 	��	 ���� �� �	 ��� ������ "�	� �� �� �� �������

������� ��� ������� ������	 ������������ � � �� ��� � ���� �� �� �	 ����

	��	� �� ��� ���� �� ����� ������ ��������

#��	���� �� ����� �������� ������� ��� ���� �� ���� ��� ���	 
�	

���	�
 ����	��� �� ���� ���� ���� ����	 ������ ������ ��� ������ ���$

���	� ���� ������� ��� �� �����	� ��� ������� �� ��� ������	 ����

����� ��	��������
 ��	��������
 ��	�
�������
 ��	������������
 � � �
 ����� ���

�� ���� ��	�����	 ��� ������ ���� %&'���
 � ��� ������� �� &''  ���	()

��� ��� ����� ������� ��	����	 ��� �� ���� ������ ������* ����������

��	 + ��� ��	� �����,	 �������� ���� ���	�	�� �� ���� 
���� ���� ��


�	 ��	�
 ����	��� �	 �� ����	� ����� ��� ���� ����������
 ��� �� ���

�������� ����	 ��� -������. �����
��

/� �	 ��		���� �� ������ ��� ���� �� ������ �����
� �	 � ������
 ����

�� ��������� �	 ������ ���� ��� ������� ������
 ��� ���� �� ���� �� ��	 ��

	�����* �� ��� � ��� ���� �� ���� �� ���	���� �0& �	 � ������ ������


��� �01 �	 �� ���� ������ ������
 ��� ���� �0� �	 � ���
 ��� �������

������) ���	� ��� ��� ���������$��� ������	
 ��� 	��� ��� "�	� ������ ����

�����	�

2� ������� ����� �� 3������ 4�5
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Chapter 13

Logical Properties of Processes
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Exercise 13.5 (Solution on page 478)
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Exercise 13.6 (Solution on page 478)
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Theorem 13.6
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Exercise 13.7 (Solution on page 478)
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Exercise 13.8 (Solution on page 482)
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13.4 The Vending Machines Revisited
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13.5 Modal Properties and Bisimulation
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����� � �� �� � ��� �� 	
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�	
� � �� ��� 
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�
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�

� � � �� ��� � � ���	
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Definition 13.10
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HML
�
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�� ��� ������ �	 HML 
�������� �	 ��� 	������ �	 ����� ����� �� ���� ��
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�
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���� ��� �� 	������ �	 ����� ����� � ��� ����� 
�� ���������� �������

�����

�� ��� ���
����� � ��� � ��� logically equivalent� ������� � � � �	�

��� ���� �	� ��� 	������� ������

	�� ��� � � HML� � �� � �	� ��� ���� �	� � �� � �

���� ��� � 	������ ��	 ��� ����� ������ 
�� ���������� �������
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Corollary 13.10

�� � � � ���� � � � � ���� 	
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������� ��� ���	������ �����

�
 � ��� � �

Proof: �� � ��� � ����� �� ������������� �� � ������� � �� HML� ����

�� ��� ����� �� ����� ���� ���� � ��
�
� � ����� ���� �� �� ��� ����� ��

����� ���� ���� � �� � 	 �

��� ������� ������ ���� ��� ������ ����� ������ �� ����� ����� ��

��� �������� �� HML ��� �� �!��������� � ��� ���������� ����������	 ���

� ��� �� ��� ���� ���� �!��������� � ��� ��� ����� �� ��� �" ��� �!����������

����� ��� �� �� HML � ��� ����� �� ��� ������� �� �� HML
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	 #�������

� �� ��� ��� ���� ������� ��� $����" ��� �!��������� �� �����������
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Theorem 13.10
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 � ��� � � 	� � �
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��� ���� � � �� )� � � � � 		 ��� �������� � �� ��* � ����

� � ������ � �� � � � � � ����

+������ � �� ������ � �� � � � � � ��� ��� � ��� ������ � �� � � � � � ���	 �

349



Logical Properties of Processes

Corollary 13.11
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 �� ����� ���� � 	�� � 	�� ��	��������� � � � � �

��� 
�� �������� Clock 	�� Clock� ���� ��	��
� ����� ������� ��

������ ��� !�	�� "#$% ������� ��� ���������	��
� �� ���� &���

	�� ��

��� 	�� �� ����������	����� ��������� �� ���� 	��� Clock �� Clock�

��� 	

 � � � � 	�� ���� Clock �� Clock� ��� 	

 � � � � ��	���� ��	�

Clock � Clock�' ��(����� Clock �� Clock��

13.6 Characteristic Formulæ�

)���� 	 ������ ��	�� �� 	 �����
	 ��!�% �� ��� 
��� HML �� 	

�� 	

characteristic formula ��� � ��� 	�� ��
� ��� ��� 	

 �������� � *

� �+ ��!�% ��� 	�� ��
� ��� � � ��

��� ��	��
�� ��� �	�	������� �����
	 ��� 0 ��

��!0% + ,�-false

	� ���� �����
	 ������� ��	� ����� 	�� �� ��	�������� ������
� ���� ��� ��	��

�� .��������

Exercise 13.11 (Solution on page 483)

�� /���� ��	� ��� �	�	������� �����
	 ��� ��0 ��

��!��0% + ���true 	 ,��-false 	 ,�-,�-false�

"� )��� 	 �	�	������� �����
	 ��� ��!��00 ��0%�

��� �������� �� �	�	������� �����
1 ������� ������ ��� 
��� ���

������ ���(��� ���	
 ���������� 	�� ������
	����� 2�(����� ��� ��	� ��
	�

�������� 	� ��������� �� ��� ��

�(��� ������� �	��� ���� 	���� ��� �����


����	���� �� ���	
 �����
1* ��	� ���� 	� ��	��� ��
� 	���� ��� ���� �����

�� 	 ������ �� �� 	 ������ �� ����� �.�	
 �� ��� ���	
 ����� �� ��� �����
	�

Theorem 13.11

��� ����� ��� ��� ����� ����� � �� �� ��� ��
��� ���� � 
���� ��� ��
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13.7 Global Semantics�

$� ��������"� &�! �� ��'�� ��� ��������� �� ���������� �� HML �� �! ����(

������� �� ���� �������! � � HML ��� ��� ��� �� ������ &���� ������! ���

�������! � � )���������� &������ �� ��� � � � ���� &��� ���������� ��

����������� �� � � ����

$� �������"� ��'������ �� ��� �������� �������� ��� �� ��"�� �� ���(

��� ���� &���� ��� ��� States ���������� ��� ��� �� � ������ �� ��� �����!���

���������� �!����� *��� ���� ��'������ &� ��� ��� ���&��� ������

Theorem 13.12
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���� �� � �

� � true: � � true � � � States � � � �true�
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� � false: � �� false � � � � � � � �false�

� � �� : � �� �� � � ��� � � � �� ��� � � � ��� � � � ����
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Exercise 13.12 (Solution on page 483)
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13.8 Additional Exercises
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�� �� ��� ������� ��� ��� ����� &����'( �


��� ������ ��� ��� ������� ��� ����� &����'�

�)��� *���� �!����� ���� � ����� �� ����+ ���� �
������

�	� ,���� ������ ������� ��� �������� ����-�./

�� �����	
�true � ��	��
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��� �����	
�true � ��	��
�false

���� ����������true

��� ����������true

�� ��
��
�
�����	
�true � ����true

�

��� ��
��
�
�����	
�true � ����true

�

0� 1���� �� 
������� ��� ��������� �)���+ �2-����� 	����� ����-�.

���� ���� ��� ����-�. �!����� ��� ���� ������������

��� ����	 �
� 3 ���	 � ���
�

�	� ����	 �
� 3 ���	 � ���
�

��� ����	 �
� 3 ���	 � ���


�
� ����	 �
� 3 ���	 � ���
�

4� 5� 
���
+ ��� ��
�� ����� HML ������� ��� 	���� ��6-�����

�
 
��6-�����+ 	 �
 �
 	 �
+ �
 ��-� 	� �!����� ���� ��7

6-����� �
 
��6-�����+
�
� �


�
� ��� ���� ���� �� ����-�. � �

1���� ���� �� �� ����� ����� ��6-����� �
 
��6-�����+ ���

��� ������� ��������������� �� 	����-����� �2-������� �� ������ ����

� � � ��+ �
 ��� ��+ � �
 � ������� ��� ���� ��������� ��
��

����� ����-�.�

"$� 8�� HML� 	� ��� �-	��� �� HML ����-�. �������
 	� ��� ��������

9:* �2-�����

	 ��3 true � ���	

;��� ���� HML� ������������� ����� �2-������� 3� ����  !������ 0

� ���� ##$+ � ��� ���� ���� � 3� � ��+ �
 ��� ��+ � �
 � �������

��� ���� ����-�. �� HML��
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Chapter 14

Concurrent Processes

���� ����� ��	
 ���� ���	�
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� ���������� ������ ��������� �������
 �� �� synchronisation merge� ��



���������� ��� �� �� � ������� �� �!����� �������������

14.1 Synchronisation Merge

 � ���� �������� 	� �����
�� � �������� ����������� �������� � 	���� ����	�

�	� ��������� � ��
 � �� �!���� �� ��������� ��� ������� ������� �� 	����

���� ��������� �!������ ��"�� ����� ��� �� 
�#��
$ �� ���������� 	� ���

������� �������� �� 	��� ������� ��� ��������� ��������� ��� �������� 	���

��� �������� �� �������� �� ��
�� 	� ����� 	��� � ������ �!������

Example 14.1

%����� 	� ���� � ���� ������ ������� ��������� �	� 	��"���� ��� #���

	��"�� ��"�� �� &��� ��� �� � ���� ��
� ����� �������� �� ���� 	��" ��

� &��� ������ �� �� �� ��� �����
 	��"�� �������� ��� �����
 	��"�� ���'�

����� 	��"��� �� �� ������� &���� ��� �����
 	��"�� ��"�� &��� ��� �� � ����

���� ��� #��� 	��"�� ��
� ����� �������� �� ���� 	��" �� � &��� ���
� ��

�� �� ��� ��������

��� �	� 	��"��� ��� �� ����������
 �� ��� �����	��� �	� ������ ���������

� ��
 �(
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#��� ���� ����� ������ � ��� ��� ��� �	�� ��	
�	 ��� ��
� � ������	 ����

������	� ��� ��� ������ �� ������ �� ���� ��� ������ ��	
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Synchronisation Merge

�� ������� ����	
� �� 
�� 	��
��� 
�������� �� ��� ������ ��� 
� �����

�� ��������
�� �
�� ��� ����� ������� �� ����	
� ����� 	��
���� �
�� ��
�

������	�
��� �� 	�� ��� ����	�� �� ����	
� ��� ����	� ���
�
�� �� ���

�	�	���� ������
�
�� ����	��� ��

�� ���� ����
�� �	�� ������� ��	�� � �� �	�� 	 ��������� synchro-

nisation sort Sort���� ����
�� ��� ������ �� 	��
��� �� ��� ������� ��

��
�� 
� ��������
��� �
�� ����� ���������� ����� ��	�� �� 	 �
��� �������

�
�� ������� ��� �	�� �����  �� ��������
�	�
�� ���� �� 	 ������� 
���
���

����� 	��
��� ��
�� 	��� 
� �������� ������	� �� ��� �������� 	� ���������

����� 	��
��� ������� ��
�� ��� ������� ������
�	��� �
�� ����� ���������

�
	 ��������
�	�
���  ��� 	�� ��� 	��
��� �� ��
�� ��������� 	�� 
�����

���������

Example 14.2
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Exercise 14.2 (Solution on page 483)

��� �� �� ����	�
�� ��
� �(���
���� �	������� �
�� ��� �
�� ��	�)

*���� �� ���� �� �
'� ��	� ��
� �� � � � ���� � � � � � � � ��
�

�� ���	� ������ �� �� �+��� �� ��� ����������� �� 
 ������ �� �� 	���
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��� ��������� � ���� 
� �(���
���� ��������� �� ��
� ����� �
����

������ �� � 
�� � �
�� ��� �
�� ���
����	 ��� ��+�	��� �����	����
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��	��)

14.2 Counters

$�	 
�� ������	 �	, 
 �-counter �� 
 ������ ����� ���	�� 
� ������	 �
���

������� , 
�� � �������������� ��� ��������	 �
� ���

� ����������� 
� ���� 
� ��� �
��� �� ���� ��
� �!
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Exercise 14.3 (Solution on page 484)
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14.3 Railway Level Crossing
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Exercise 14.4 (Solution on page 484)

�� ��� ����	�� �
���� 
� ������� �	���	���� ������� 
���� ����� ����
�

��� �	 ��� ��� �� 
� �� ����� �	���	���� �
���

� �
 ��� �	����� 
 ��
��	 ��� 
�����
��� �	���	�� ����� ���� �����

� �
 ��� �	����� 
 �
� �� 
���	 ��� �������� �� ��� �������� ��

��� ������ �� ��
� ��� �	���	�� ���� �����

14.4 Mutual Exclusion

��� ��� �
��� 
	� ���� �
		��� ��� �������	� �	������ �
 ����	 �� ����

�
� �� 
����� ���� ��
	�� 	����	�� 
� ��� �
�� �����  ��	���� ������	
���

�� ���� �� ��� !�
��� "���  ������ #�
�� $%� ���	�� �� �	
� �
�


������ �� ���	 ��� ���� ����� �
� ��		���� �������� �� 
����	 �	
��

Mutual exclusion 	���	� �� ��� �	����� �� ���	�� ��
� ��� �	������� �


���	 �� � ����	 critical section & ��� ���� 
 ��
	�� 	����	�� ���� 
� 


��
	�� ����	� �	 �	���	 & 
� ��� �
�� ����� �� 
 �	����� �� �	
��� ��� ��

���� 
 ��
	�� 	����	��� �� ���� �� 
������ �� �
��
� ��������� ��� �� ����

	����	�� ���� �� �
� ��������� ��� ��� 
� 	���
��� ��� "��� �� 
 ���'������

�	����� � ��� ����� �� ����		��� ��������

14.4.1 Dining Philosophers

"�� �	����� �� ����
� �������� �
� �	�� �������� 
� ������ � ()*+

�� �����	 �� ��,���	
 ��� 
��� �	������ ��� �������� ������	
��� �� ���


 ������ �
 ��
����� �� ��� ����	 �� �� �
�� �� ��� ��� �� ��
	��
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��	 $��� ����������� ��� � ����� � ��������� �  ��� � ����� �� ����� ��
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 ������� ��� ��������	 %��

��������� �� ���������� ������� ����� ���� � ����������� ���� ��� ���

 ��"� �������� �� ��� ���	 & ����������� ��� ��� ��� ��� ���  ��"� ����

��� � ������ ���� � ����� �� ������ ����� ���� ���" �� �� �� � ���� �

������ �����	 & ��� ��"�� � ����� �� � ���������� ��� ����������� ���

�������� ��� ���  ��"�� � ������ ������ �� ����� ���� ���� �� ���  ��� ���

�����	 &� ��� ������������ ��� ���� � ����� �� ��������� �� � ���� ��

���� ���������� ���� �� ������	

'�� ���" �� �� ����� � �������� ( ���� ��� ����� ��� ���������� ������

��� ������������ �� ���  ��"� ( ����� �����!�� ���  ������� ����������

�����������

�	 & ����������� ���� ��� ��� ������ ���  ��"�	
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Exercise 14.5 (Solution on page 484)

���
	 ���� ��	 �	��	� ��������� �� ����� ��	 ���� ���������	� ����� 
� ��	

�	�� ���� ����� ������ �	�������

14.4.2 Peterson’s Algorithm

��	�	 ���	 		� �����
� ���
����� ������	� ��� �	����� ���� ��	 �
�
��

	���
���� ����	�� �	�	 �	 	�����	 �� 	�	���� ���
���� ������	� �  ���

!� "	�	���� �� #$%#�

�	 ������	� ��� ����	��	�� �� ��� ��� ��� �� ����� ������� �� ���	�

�� 	��	� ���	 �������� �	������ ��	�	 ��	 ��� &���	�� ������	�' b1 ����� ��

��
	 �� �� ����� �� 	��	� (�� �� ��) ��	 �������� �	������ ��� b2 ����� �� ��
	

�� �� ����� �� 	��	� (�� �� ��) ��	 �������� �	�����* ��� � ������	 k ����� ���

���
	 # �� + ���������� ����� ����	�� ��� ,���	�����- �� (�	� ��	 �
�������

�� 	��	�) ��	 �������� �	������ ��	 &���	�� ������	� b1 ��� b2 ��	 ���������

�	� �� ����	� ����	 ��	 ������� ���
	 �� k �� ���������

��	 ��� ����	��	� ��	 ��	� �	��	� �� ������� (��	�	 ��	 ���
�� �	�����

�� ��	 �������� ��� ����������� �	������ ��	 �	�� 
���	���	�)�

��' while true do ��' while true do

� � ��	��������� ����	� � � � � � ��	��������� ����	� � � �

b1 := true; b2 := true;

k := 2; k := 1;

while (b2 and k=2) do while (b1 and k=1) do

skip; skip;

� � � �������� ����	� � � � � � � �������� ����	� � � �

b1 := false b2 := false

��	� ����	�� �� ����	� �� 	��	� ��	 �������� �	������ �� �������	� ���� �

�	����� b1 �� ��
	� 
� ���� �	�� k �� + �������� �
������� �� ��	 ���	�

����	�� �� �� 	��	� ��	 �������� �	������ .� ��	� ����� 
���� 	���	� ��	 ���	�

����	�� �� ��	� ��� ���� �� 	��	� ��	 �������� �	���� (�	� b2 �� ����	) �� ��	

���	� ����	�� ������ �� �
������� �� 	��	� ��	 �������� �	���� (�	� k ��� ���
	

#)� �� ����� ���	 �� 	��	�� ��	 �������� �	����* ��	� �� 	���� ��	 �������� �	����

�� �������	� ���� � �	����� b1 �� ����	� "���	�� �� �� �	��	� �� �� ��	������

��������

�� ���	� ��	�	 ����	��	� �� ��	��	� ���������� ����	��� �	 ���� �		� ��

�	��	�	�� ��	 ������	� b1� b2 ��� k ��	��	��	� �� ����	��	� ����� ���	����
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Additional Exercises
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Concurrent Processes
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Additional Exercises
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Chapter 15

Temporal Properties�
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15.1 Three Standard Temporal Operators
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Three Standard Temporal Operators

Example 15.1

�������� 	
� 	�� ���� ��������� Clock ��� Clock� ���� ������ �����

���	���� �� ������ ���� ����� �����  ��� 	
�	 	
��� 	�� ��������� ���� ��	

!� ���	������
�� !" ��" ������ �� HML# ����� 	
�" ���� �$���� �%��&���	

��� �&��" � � � # �����	� 	
� ���	 	
�	 	
�" ��� ��	 !������� �	
�	 ��# 	
�"

��� ��	 �$���� �%��&���	�� '
�	 ���	������
�� Clock� ���� Clock �� 	
�

�����!��	" 	
�	 �	 ��" �&�&� ��	� � �������$���� �	�	�(

Clock� �) �������������true !�	 Clock ��) �������������true�

Example 15.2

*
� ����	" ������	" ��� ��� �����" �&� �������� ������ �� +��	��� �,�- ��

	
�	 �	 �� 	��� ��� � ��� ����� �	 	
� ���� 	��� �� � 	����� *
�� �� ���������

��

�

�
.ccross/false � .tcross/false

�
�

*
�	 �� 	� ��"# �	 �� ���"� 	
� ���� 	
�	 ��	
�� 0 �����	 �� � ccross ��	���

�� ��� �����	 ������ �� 0 �����	 �� � tcross ��	��� �� 	���� �����	 �������

15.1.2 Possibly: ��

0� �� ���
 	� ������� 	
� �������	��
 	
�	 �������� ��� ��
 �����#

�� ��� ��� ���	
�� �	������ 	������ �����	��# �� ����������� 1���$

���� �2�# �
��
 �����	� 	
�	 	
� ������	" � �� 	��� �� ���� �	�	� ��	�

�
��
 	
� ������� ��" �&�&�� �����"#

� �) �� ��# ��� ��" ��#

� �) � ��� ���� � ���
 	
�	 �
�

� � ��� ���� � � �
��

*
�� �� ������ 	� 	
� ��	��� 1�������2 �����	�� ���� �����	 	
�	 	
� 	���$

��	���� ��&�&� ��!�	���" �	����� � � �
� ��	
�� 	
�� � ����� ��	��� � � ��

'� ��� &��� 	
�� ������	" �� �� ��3��	� ���4���	���5 	
� ������	" �����	�

	
�	 � �� 	��� ��	�� ���� ���!�� �� 	�����	����(

� � ���� � ������� � ���������� � 	 	 	

*
�	 �� 	� ��"# � �� 	���( ��	
�� �	 	
� �	��	5 �� ��	�� ���� ����� 	�����	���5

�� ��	�� ���� 	�� 	�����	����5 �� ��	�� ���� 	
��� 	�����	����5 �� � � �� 6��	
��

��" 	� &��� 	
�� �� �� � �������&� ������	"( 	
� �!�&� ��3��	� ���4���	���

��������� � ������	" � �
��
 ��	��3�� 	
� �������&� �%��	���

� ) � � ����

383



Temporal Properties

����� ������	�� 
 ������� ���������� �� �
� �
 ����� � �� ���� �� ����

�� ���� �
������ ����� �
� �
���� 
��� ����� �� ������� ������ 	�

� ���� ���� ��
 ��� ����� � �� ���� �� ���� �� ���� �
������ ����� �
�

�
���� 
��� ����� �� ������� ������ 	� � ���� ���� ��
 ��� � � ���� ���

�
 ���� ��� �� 
� ������ ���	�� �� ��������� ��� 	� ��� �� ����� �

�
���� ��� �� �

��� ������� �� 	���� ��
�����
	��� �� �� ������� �� ��
��������������

�� 
� ��
���� �� 
 ������� ����� �
� 	� ������ ��� ��� ����
�� 	����

��
�����
	�� ��
�� �
 �� ������� �� ��� 	���� 
	�� � ������� ��	


����� �� !�"false� �� ��� �� ���� �
� ��� ����� �� ������� �
� �#��#� 

��
�����
	�� $ �!�"false�

��� ��������� �� 
�� �� 
�� ���
�� �� �� �
�� �
� �
 ���� 
��

!�"� 
�� ���
��� �� �
 �
�� �� ���� � ������� �� ���
��� �� �� ���� 

��� $ ��� 
�� ��� $ ���

����� ����
���� 
�� ��� ���������
	�� 

� �� $ ����  � �� ��� �� ���� ��
��
	�� �
� ��� 
�� ���� ���

� �� ��� ��� �
 � �� 
���� �� ���	 ��
��
	�� �
�%

� �� $ ����  � �� ��� �� ���	 ��
��
	�� �
� ��� 
�� ���� ���

� �� ��� ��� �
 � �� 
���� �� ���� ��
��
	�� �
��

Exercise 15.2 (Solution on page 488)
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Exercise 15.3 (Solution on page 488)
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15.2 Recursive Properties
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Exercise 15.4 (Solution on page 489)

(����  ������ %)�&

386



Recursive Properties

15.2.1 Solving Recursive Equations
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Exercise 15.5 (Solution on page 489)
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Exercise 15.6 (Solution on page 490)
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The Modal Mu-Calculus

Theorem 15.6
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15.4 Least versus Greatest Fixed Points
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Theorem 15.10
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� � � � �� � ���true � �����

�� �	
�	 �� ������� ��� �	��� �� � ��� ��� 	���	��� �������� ����
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 �� ��� ����� �#�
 ����� ��	����$

� �� � ���� � �� � ���true � �����!

Exercise 15.12 (Solution on page 491)

%! �� � ���� � ���� ���� � ���
 �� ����� ����!

&��� 
�� ���� � ���� ����'

(! �� � ���� � ���� ���� � ���
 �� �	
� �	��������� ����!
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�� ���� � ���� ����'

)! � �� � ���� �
�
� � ���true � ����

�
���� � ���� ������ �	���
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 ����� ���� � ���� 	����� �	��!
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�
� � ���true � ����

�
����'

15.6 Further Fixed Point Properties
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There is an �
� path.
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There is no �
� path.
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� holds at every state along every �
� path.
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Exercise 15.13 (Solution on page 491)
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Solutions to Exercises

�� ��� ���� �	 
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Chapter 1

Exercise 1.1 (page 20)
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�� � �����	�
� � �� ��� �������� �� ��� ��������
 ��

�� �� 	��� �


������ ������� ����
�� ��� �� ��� �	������� �� ��� ��
����� �� ���

���� ������� ������������ ���� � ��� ���� �� ��� ��
��
����
 �����

�
 ��� ������� � ������ ��� 
��  ��� �
� ���� �
� ������
�� 
�

	��� ���
 ������ �� ����� �� ������ ���� �� � �����
 �� ����� ��  ���

��� !�� ���
 ����" ��� �
 �� ��������� #��
 ����� ��� $	��� ���
%

�
 $	��� ���
 ����� ��� �
� ����� ���% 	���� �
�� ����� �� ���

�
� 
�� ���� ������� 	� �
� ���  ����
� ��� ��� ��� ��� �
� �
�


�	��� �� ��� ������� �&���� ���
 ����� ��� �&����� ����� ����

Exercise 1.3 (page 21)

'� (�� � � ����� ��������
�

)� (�� � � ����� ��������
� (�� ��
�����
 ���� #��	�
��� � � ����

������ ���	 ��� ���	��� � � �����������
� �����
 ��

�� �� ���� ���

�����
 !�
�����
� ��	���" ��� �����

*� (�� � ��� � ����� ��������
� +� ��	 �� ���� ��� �����
 ��� ����, ��

�� 	�� �� ���� #��	�
��� � ��� �
�� ����� ���� ���	 ��� �������

��������
 �� �������  
�� ���� #��	�
��� � � ���� ���� �
 ���

����
 ���	��� � ��� ��
�����
 - ���
� �������� ���� #��	�
���

����	� 	�� �� �����

.� (�� � � ����� ��������
� /�  
�� ���� ��� ���	�� �	��� ����

#��	�
��� � � ����� � �� ����	 ���� ��� �����
 ��� ���� 	�� ��

�����

0� (�� � ��� � ����� ��������
� �������� 	�� �� � �����

Exercise 1.4 (page 23)

'� $(�� ����� ��� 
�� ������� ����
� ��� �
�%

)� $+ ���� �� ���� �
� ���������%

*� ) 1 ) � .�

Exercise 1.5 (page 24)

'� (�� � ����� � ��� ���
� ����
�� � ���� !�������� ��� ��� ����
��

� ����"�

)� (�� � ����� � 
������ ����
�� � �����

*� (�� � ����� � ���� ����
�� ��� �����

Exercise 1.6 (page 24)

'� +
������� (�� ����	�
� �	���� ���� 2��� ����� ��� ���� ��	� �


��� ����� �� �� ���� ���� 3���& �
� 4 ��� � �� 	�� ���� ��� �� �
�
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�� ����� �	� �� �
� �� �
�� ��� �� ���� �� �����

�� ���	����� �� �� ��������� ��� 
 ���� �� �� ���� �� 
�� �� 
� ��� �
��

�����

�� ���	����� ��� ������ �� ��	�� ������� �� ���� ��� �	��� ��� ��� ��

��� �����
���� ������� �� ��� �	��� �� �� ��� 
� �� 
�! ��� 
 �	� ��

���� "������ ��� �	� ���� 
 ��� �� ����� 
�� ��
� �� ��� �	�� ���

���� ����� 
�� ��� ����� ���� ��
# ��� ������ �� �� ��	�� ��	��
���

������

Exercise 1.7 (page 25)

$� ���� �� �
�� 
� ��� ��� ������ ���%	��� �� ��	� "��� &��� ���%	��� ��

�
��#�

�� ���� �� �
�� 
� ������� ���%	��� �� ��	��

�� ���� �� ��	� 
� ���� ���%	���� 
�� ��	��

Exercise 1.8 (page 26)

$� AmandaHappy� JoelHappy�

�� JoelHappy� AmandaHappy�

�� AmandaHappy� JoelHappy�

Exercise 1.9 (page 26)

�� �
� �� �� ��	� ��
� �
�!��� ���� ���'� ���� "���� (
�! � �(���# �	�

���� �
�� ������� 
��	� ��� �
���� �� ���� ��
� ����� �
�!� ���� �
� ���� 

�� ���� ����� ����

Exercise 1.10 (page 29)

$� � � � ) �"� � �#�

�� � � � ) �"� � �#�

�� � � �� � ) "� � �# � "�� � �#�

Exercise 1.12 (page 31)

$� � � � � �� � �
� ��� ������� ����
� ����*

�

� �

� � � �

�� ��	� �� ������� �� ���� ��
��� �� ���	�� ���	��
�� �
���������

��� ��
�
����� 
�� �� ����� ��� ����	
 
� "� � �# � "�� � #
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�� ���� �� ��	 
 ��������� �����
�

�� �� ��� � � �
� 	�� ������� ���	
� 	����

�

� �

� �

��� 	� 	�� ���������� ����� 	�� �
���	����� 
�� ��	 ������
�	� � �

� � � ����  � ��	�����	�� 
� � � �� � � ��

!� ���� �� ��	 
 ��������� �����
�

"� � �� �� � � �� � �� � �� �
� 	�� ������� ���	
� 	����

�

� �

� � � �

� � � �

� �

#� 	��� �
��� ��� ��� �
�� �� �
���	����� �� ������
�	� ����$��� �	

����  � ����� � 	� 
$��� ���������  � �������� 
 �� 	�� ������
�	

�
���	������

Exercise 1.14 (page 33)

���� ��
��� ���	� 
	 	�� �
�� ������
	�� �
�� 	�
	 %����� ��� 
��

�
	��
 
���
��� �
�  � ���� 	� ������� ����� �
�	�� &� �
� ��
� 	��

��������� 	�
	 '���� (
��� �� 
�	��  � �
)��� ��
� ��
	 �
�� �� 	��


 �$� 
�����	���� �� �
�����

*���	�� �� ��	������ �������	���
 $
��
 �� 	� ��������	 	�� ��+����	


	���� �������	���� 	�
	 
���
� �� 	�� 
������	�

Love� ,-��� .��� �$�� ��� ��		���/

Police� ,-��� .��� �� 
 ������
� �� 	���  �
	�/

Sup� ,-��� .��� ���� ��	� ��� ���)�/

Long� ,-��� .��� �
� ��� �
���/

Poet� ,-��� .��� �� 
 ���	�/

Prison� ,-��� .��� �
�  ��� 	� �������/

Cousin� ,-��� .��� �� ��� ���)0� �������/
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�� ���� �� 	�	
��� ������� ��	 ���������� ��� ��
�� � ��� ������ ��������

���� Love� ����� ������� ���� ����� �
		 ����� ���	 �
������ ������ ����

�� ��	����	 ��� ������� �� ������������� ��� ���������� � ��� ��� �� �����

���� �� ���� �
		� �� �� �� ��� ���� ��� �� ���� �� ���� ��� ���������

��� ����� ���
������� ����� ���� ��������� ���� ��� �������� ��������

������ ���
� !

"� Police� Sup�

#� Long� Poet�

$� �Prison�

%� Cousin� Love�

&� Poet� Police�

'� Sup� Cousin�

(� �Prison� Long�

)�
 ���
�	 ����* ����
��� ���
� ���� � ����� ������������� ��	 ��*� �
��

���� ��
 
�	������	 ��� ���� ��� �������� ���
������� & ��	 ' ��� �������


����� ����*�� +�� �,������ ���� & ���� ���� ����� �
� ��������� �� ����

���� ��� ������� �� �� ��������� ���� �� ��	�� �� �� � ���� ��
 �
�� �� �

��������� �� ���� ����� ��
�� � ���� �
		 �� � ���� -Poet.� ���� ����

�
		 �
�� �� � ��������� �� ���� ���� -Police.! Poet� Police� ����� ����

( ���� ���� �/�� ���� ����� ���� ���� ��� ���� �� �������� �� �� ���������

���� ������ ��� ��� ��� ���� �� ������ �
�� ���� ���� ����0 ��
� � ����

�
		 ��� ��� ���� �� ������ -�Prison.� ���� ���� �
		 �
�� ���� ���� ����

-Long.! �Prison� Long�

�� ��� 1����� ���* �
� ��� ������ ������������� �����	 ��� ����� ����

����� �
		 ����� ���	 �
����� -Love.!

�Prison -�� $.�

��
� Long -�� (� �Prison� Long.�

��
� Poet -�� #� Long� Poet.�

��
� Police -�� &� Poet� Police.�

��
� Sup -�� "� Police� Sup.�

��
� Cousin -�� '� Sup� Cousin.�

��
� Love -�� %� Cousin� Love.�

��� ���� ���� �� ��� �����
���� ���� �� ��
���� -����� ��� ���� �� ����

	�	
��	 ���� ���� �
		 ��� ���� ����0 �� �� � ����0 �� �� � ��������� ��

���� ����0 �� �
�� ���� �
� ���*0 ��	 �� �� � ��
��� � ��� ���*�.
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Exercise 1.15 (page 34)

��� ���� �	
��� ��
��� ��
� ��� ���� �� �
��	� ���� 
 �
�����	
� ���� �������

��� 	��� ���� �� ��� ���� ����� �
� ���� 	��� �� ������ ��� ��� �� ��� ����

�� �������� �
� 
	��
�� ������

KingMoved � LeftRookMoved

� �RightToCastleLeft�

KingMoved � RightRookMoved

� �RightToCastleRight�

��� ������ �	
��� ��
��� ��
� ��� �	
��� �
� ��� �
��	� ���� 
 �
�����	
�

���� �� ��� ���� �� �� �� �
� ���� 	���� �� �� ����� �� 
 ����� ������� ���

��� 
�� ��� ���� �� ��������� �� �� ��� ���
�� �� ����� ��� ��� ��
���� ��

��� ���
�� ����� �� ���� ������ �� ��� ���
�� ����� �� �� �� ������ �� �����


��
���

�RightToCastleLeft �RightToCastleRight

� PieceBetweenLeft � PieceBetweenRight

� KingAttack � KingAttack

� LeftSquareAttack � RightSquareAttack

� KingMoveLeftAttack � KingMoveRightAttack

� �MayCastleLeft � �MayCastleRight

Exercise 1.16 (page 35)

��  � ���� �� �!����� ��� �������� ��
� ��� ����� �� �
��� ��	� �� �
��

��� �
� �!
��	� ��� �� ��� �����"� �
��� �� ��� ��� ��
� �
�� �
�� ��

������� �� 
 ����� �� �
��� ��	� �� �!
��	� ��� ����� ����

��� ��		���� ����������� � �!������� ��
� ��� ����� �� �
��� ��	� ��

�
�� ��� �
� �!
��	� ��� �� ��� �����"� �
��� �� ���

� # �FonJ � OonJ� � ��FonJ � �OonJ�

� �JonF � OonF� � ��JonF � �OonF�

� �JonO � FonO� � ��JonO � �FonO��

$�� ������������� �� ���	� �
�� ���� ��� �!�	�����%�� �����������

� # �FonJ � OonJ� � �JonF � OonF� � �JonO � FonO��

��� ��		���� ����������� � �!������� ��
� �
�� �
�� �� ������� �� 


����� �� �
��� ��	� �� �!
��	� ��� ����� ����
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� � �JonF � JonO� � ��JonF � �JonO�

� �FonJ � FonO� � ��FonJ � �FonO�

� �OonJ � OonF� � ��OonJ � �OonF��

����� 	
�� ���� �� ��������� ��� �������	���

� � �JonF � JonO� � �FonJ � FonO� � �OonJ � OonF��

�
� ������ �� ���� �� 	
�� � � ��

�� ��� OonJ �� ��� ������ �FonJ ��� � ��� �
��
 �� ��� ������

FonO ��� � ��� �
��
 �� ��� ������ �JonO ��� � ��� �
��
 ��

��� ������ JonF ��� ��

!� ������� �� 
�"� #Oskar$ � %��&� ����� � ����� #Joel$ � �����&�

����� � ����� ��� #Felix$ � '����&� ����� � ������

Exercise 1.19 (page 40)

!� �� ������ 	
�� (���	�� (������ �� ���
	 ������� 	
�	 ! ���� ��)��	

	
� �
�	� ������� *��"�� 	
�� ���� �� ���� �� �� ������� ! 
�� 	
�

�
�	� �(���� �� �����

!� ���	 �� ����	 ������� 	
�	 ! ���� ��)��	 ��� ���	������ �����

�	
��
 �� ��� ������� 	
�	 ! ���� ��)��	 �� � 	
�� �� )��	 ����	

��	������ �
��
��

Exercise 1.20 (page 40)

+����

�
� ���	 � 	
�� �� )�� �� 	
�	 ��� ��� ,"� ��� ���� irrespective of

the premise of the conditional statement �

Exercise 1.21 (page 42)

-�,�� 	
� ������� �	��� �����	����

� � You understand implication�

� � You pass the exam�

�
� �	�	����	 	������	�� 	 � � � �
��
 
�� 	
� ������� 	��	
 	������

�

	




� � � � �

F F T

F T T

T F F

T T T
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��� ���� ������	
 	� ��	�� ��� �
�� ��������� ��� � �
��	����� ����� 	�

	� � 	� ���� ��� � 	� ����� � ���� 	�� 	� �
� �
 �
� ���� ��� ���� ����	��

����������	�� 	�����	
��

Exercise 1.22 (page 44)

���� ��� ���	��� ������	 ��� ����� 
� �
�	���	
�� 
� ����� �������

����� � ����� ���� 	��
��	�� �
�� ��
�
�	�	
��� ���	���� �	�� ���� �� �
���

��� 
�� 	��
��	�� ��� ���	���� �	�� ���� � �
��� !� �������� � ����� ����

	��
��	�� � ��
�
�	�	
��� ���	���� �	�� ����  � �
���

����� ����� ��
� ���� "�	�#�� �	�� ��� ����� 
� ��
�
�	�	
��� ���	$

����� %�	��	�� ����� ����� �
� ��
�
�	�	
�� �	�� ���� ���	����� ���� ��

	� ��� &�
� '��� ������� (�����	�� ���)*� ��� ������
�� � ��������	�� 
�

���� 	�����	���

Exercise 1.23 (page 44)

��

�

�

	




� � � (� � � �*

F F T F F T F

F T F F T F T

T F F T T T F

T T T T F F T

 �

�

�

	




� � (� � �* � (� � � � �*

F F F F F T T F T T F

F T F F T F T F F F T

T F T F F F F T F T F

T T T T T T F T F F T

��
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�

�

	




� � � � �� � �� � �� � � ��

F F F F F F F T T F T F

F F F T F F F T T F T T

F F T F F F F T F T F F

F F T T F F F T F T T T

F T F F F F T T T F T F

F T F T F F T T T F T T

F T T F F F T T F T F F

F T T T F F T T F T T T

T F F F T F F T T F T F

T F F T T F F T T F T T

T F T F T F F T F T F F

T F T T T F F T F T T T

T T F F T T T T T F T F

T T F T T T T T T F T T

T T T F T T T F F T F F

T T T T T T T T F T T T

Exercise 1.24 (page 44) �

�

	




� � � � � �

F F F F T F

F T F T F T

T F T T T F

T T T F F T

Exercise 1.25 (page 46)

�� � � ��� � �� �� ���	
�� � 	�	����� ��� � ���	�����	�����

�

	




� � � � �� � � � �

F F F F T F F F

F T F T T F T T

T F T T F T F F

T T T T F T F T

�� �� � �� � ��� � �� �� � ���	�����	�����

�

	




� � �� � � � � � �� � � �

F F F F F F T F F F

F T F F T F F F T T

T F T F F F F T T F

T T T T T F F T T T
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�� ��� ��� � �� �� � ��	�
�
��

�

�

�

�
� �� � � �� � � �

F F T T F T T F

T T F F T T F T

�� ��� �� � � �� ������� � ��	�
�
� �
� � �
���������
��

�

�

	




� � �� � � � � �

F F F T F F F

F T F T T F F

T F T F F T T

T T T T T T T

�� �� �� � �� �� � ��	�
�
��

�

�

	




� � � � �� � ��

F F F T F T F

F T F T T F F

T F T T F T T

T T T T T T T

Exercise 1.26 (page 47)
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�

����� �
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Additional Exercises

Exercise 1.27 (page 50)

�� � � ��� � ��

� �� � ��� � �� � �� �����������	��
�

� false � �� � �� �������� �������

� �� � �� � false ����������	��
�

� � � � ���������
�

�� ��� � ��

� ���� � �� �������������

� ��� � �� ��� �������

� � � �� ������� ���������

�� � � �� � ��

� �� � �� � �� �������������

� ��� � ��� � �� � �� �������������

� ��� � �� � ��� � �� ����������	��
� ���������	��
�

� ��� �� � ��� �� �������������

�� � � �� � ��

� �� � �� � �� �������������

� ��� � �� � ��� � �� �����������	��
�

� ��� �� � ��� �� �������������

�� �� � �� � �

� ��� � �� � � �������������

� ��� � ��� � � ��� �������

� ��� � ��� � �� � �� �������������
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�
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� ��� � ��� � � ��� �������

� ��� � �� � ��� � �� �����������	��
�
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415



Temporal Properties

Chapter 2

Exercise 2.1 (page 59)

�� � �� �� �� � ��

�� ���	
��� ����
��� ������ ������� ��

�� �����	���	 �� ������� ���	 ���	�� ���	 �	�����

���	 �� ��	�	
� ����	���	  �!���� ����	���	 "��� ��

#� ��	�� ����	�� $	���	 %�&	�'� (��	� )���	�

������ *������ "�	�+	 ���
���� *���	� ����� ��

Exercise 2.2 (page 60)

�� � �� #� ,� -� �. ��

�� � �� � ��

Exercise 2.3 (page 60)

�� � ��� � ��	 ���	� !���	 � ��� # ��	 ���
	�

Exercise 2.4 (page 60)

� / � ��� � / ��

Exercise 2.5 (page 62)

� �
 ���	� !���	 � ��� � ��	 ���
	�

Exercise 2.7 (page 65)

0� � � �� ��	� ' �	1������ �� � !	 !���� ���	 � �� �� !��+� +����� '	

���	� ��	�	���	 !	 ��
� ���	 ���� � �� ��

���
 �
 �� ����	� � 2��'�	�� �
 � �� � ��! �	��
 ���� 	���	� � �� � ��

� � �3 
��+	 !	 4��! ���� � �� �� ���
 
��2� �	��
 ���� � �� ��

Exercise 2.15 (page 69)

��	 5	�� ������� �
 �	2�+�	� �� �����	 ����

�� � � � / � �� �� 6 ��

�� 7� � �8 � � / � �� �� ,� �� -� 6 ��

�� � � 7� � �8 / � �� �� �� 6 ��

#� 7� � �8 � � / � �� �� # ��

�� 7� � �8 � � / � ,� - ��
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Additional Exercises

�

�

�
� �

�
�

�
�

�
�

�	




����� ���
� ���� ������ ��� �������� 
����

Exercise 2.16 (page 69)

��� ��� ��� ���� ������� ��  ����! �"��� #��#�������

�� $� � � �% �"�� � �� & � ��� � �� & ��


� $� � � �% �"�� � � ��

�� � & ��

�� $� � � � ��� � � �% �"�� � � � � ��

�� $� � � � ��� � � �% �"�� � � � � ��

Exercise 2.17 (page 71)

'����� � & (����)% � & �))�% � & *��% � & +"���� ��� � & ,��% -� ��

� .��	 �	 �	 �	 � �/

& � �	

�� �	 �� �	 �� �	 �� �	 �� �	

��	 � �	 ��	 � �	 ��	 � �	 ��	 � �	

��	 � �	 ��	 � �	 ��	 � �	

��	 � �	 ��	 � �	 ��	 � �	

��	 �	 � �	 ��	 �	 � �	 ��	 �	 � �	

��	 �	 � �	 ��	 �	 � �	 ��	 �	 � �	

��	 �	 � �	 ��	 �	 � �	 ��	 �	 � �	 ��	 �	 � �	

��	 �	 �	 � �	 ��	 �	 �	 � �	 ��	 �	 �	 � �	

��	 �	 �	 � �	 ��	 �	 �	 � �	

��	 �	 �	 �	 � � �


*��� �#���0��))!% �"��� ��� �"� ��))�-�� ��1�����
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Temporal Properties

� ��� ������ �	�
 �� �������� �
� ����� �����

� ��� �	������� ������� ��� ��� ���
 ������� 	� �
� �����

� ��� ������� �	�
 ��� �������� ��� ��� ���
 ��	���

� ��� ������� �	�
 �
��� �������� ��� ��� ���
 ��	� ���� �����

� ��� ������� �	�
 ���� �������� ��� ��� ���
 ������� ���� ����� ���

� ��� ������ �	�
 ��� �������� �
� �
��� ��� 	�������

Exercise 2.18 (page 71)

�� � � � �� � � � � �����	�� � ��������

�� � � � �� � � �� ��� � �����	�� � ���������

�� � � � �� �
�
�� � � �� � ��� �� � �� ��� �

�
�����	�� � ���������

Exercise 2.19 (page 71)

� �� � � � � ��� � �� � � � � � � � ��

Exercise 2.20 (page 73)

�
��� �� � � ���

�
��� �� � ��

 ��� �
�� �
� ��	�� �� 	���	����!���� ��	�� ���� ��� ���� �� 	���	��"

���
���
 �
� ��	�� �� ��	����!���� ��	�� ���� �	�� �� ������ �� ��	���

Exercise 2.23 (page 75)

�� �� # �� �� � ��# ��� ��� ��� �� ��� �� �� � ��� ����

Exercise 2.24 (page 76)

$���	��� �
� ������	�� ���� �� ������%

Love � �
� ��� �� ������ �
� ���� ���� �������

Police � �
� ��� �� ���	����� �� �
	� �����

Sup � �
� ��� �� ������ �
� ��� �	�
 ��� ���&�

Long � �
� ��� �� ����!
�	��� �������

Poet � �
� ��� �� ������

NoPrison � �
� ��� �� ������ �
� 
��� ����� ���� �� ��	����

Cousin � �
� ��� �� ����	�� �� ��� ���&�

'
� ����� ����� �������	��� �
�� ��������� �� �
� ������	�� ��� 	�����	���%

�� Police � Sup�
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Additional Exercises

�� Long � Poet�

�� ���� � NoPrison�

�� Cousin � Love�

	� Poet � Police�


� Sup � Cousin�

�� NoPrison � Long�

� ��� ��� ������� ���� ���� � ����� ���� ��� ���� ���� ���� ����

���� ������� �� ��������

���� � NoPrison ��� � �

!��� ���� � Long ��� �� NoPrison � Long �

!��� ���� � Poet ��� �� Long � Poet �

!��� ���� � Police ��� 	� Poet � Police �

!��� ���� � Sup ��� "� Police � Sup �

!��� ���� � Cousin ��� 
� Sup � Cousin �

!��� ���� � Love ��� �� Cousin � Love �

!� ���� ��� �� �� ���������� ���� � ���#��� ��#���� ����# �� ���� �

���� ����� ���� ���� ���� ��� ���# ���$% � �� � &��% � �� � &�������

�� ���� ���% � ��&� ���� ��$ ���'% ��� � �� � ������ �� �� ���'� 

Exercise 2.25 (page 77)

(� � ����� ��$ �� �� �� ��� ������ � ��$ �� �� �� ��� ����#���� &$����� �

��$ �� �� �� ��&��� &$���� ��� � ��$ �� �� �� ���� &$���� ��� ���

����# � �$������� !�� �� &$���� ���� �

� � �� � �� ) �� ��� � � �

����� �$ $*��� �� �� ��������# +�� ���#$���

� �

�

�
�

,� �� ���$ �$�� ���� ���� �� ���� ��� ����# � �$������� �� � ���� �����

� ����#���� �� � � ��� ��� ��&��� �� � � % ��� �� ��&��� &$����

���� �� ���� ����� ����� ����# � �$�������
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Temporal Properties
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� � �� � �� � �� ��� � �� � ��

�
�

�

� � �� � �� � �� ��� � �� � ��

������ ��	
� �� ������� ��� �������� �	��	

Exercise 2.26 (page 77)

������� ��� �������� �� ��������

� �
�� � � ����� ���� �� �����

� � �����

� � ����

���  ��� ������� � ��� ������� ��!� ���� � � � " �� ��� ����� �������

� ��� ������� ��!� ���� � � � # �	 ����� �������� ��� ����� �� $! ���

�$�%� �� �������	 &���%��' ��� �������� �� ��� ������� ��!� ����

� � � # �' ����� �� �� (���������!) ����� �� $! ��� �$�%� �� �������	

��� ������� �� ���� �� %����' �� ��� �$�%� �� ������� �������� �

������*������� �� ��� �������� ����� ��! ���� $� ���� ����� ��� ��

����� !�� ��� ��������� ���� �� �����	

Exercise 2.27 (page 80)

��� ��� �� �������� ��� �������� � ������ ��	
	

Exercise 2.28 (page 80)

� � (� ��) # (� � �) � (� � �) �����������	
 ���

# � � (� ��) ������
�
�� ���

# (� � �) � � ����������	
 ���

# � � � ������ �
� ���
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Additional Exercises

Exercise 2.29 (page 81)

� �� �������	�
�	�� ���	�	�
�	� ��� �����	����� �� � �� � � �

� ���

� ��		��� � � � � � ��� � � �� 	��� ���� 	��	 � � � � ��

� ���� ���� 	��	 � � � � 	��	 ��� 	��	 � � � � ��

Exercise 2.30 (page 83)

�� � � � ��� ��� ���� ��� � � ��

 � � � � ��� ��� ���� ��� �� � �� � �� � ���

Exercise 2.31 (page 83)

!� ���	 ��"#
��� 	$�����	� 	�� ��%

��� � �� � � � ��

��	� � �� � ��� ��� ���� ��� � � � � 	 � ���� ��% ��$ ��	� �� &��	��	�� �����'

� � � � 	 ��� ���� &� 	$�� �� � � 	 ��� � � 
� ��� 	��� �� ��$	����� ��	

	�� ���� ��	��	��� �� %���� %� ��� ��
� � �� ��

��� �$�&�� �$���� �$� �		��	��� 	� 	$�����	� 	�� ����	��� �� �� �(

�����	���� �� ��	 � ��$$��	 ��% ��$ ��	� ��$$��������� 	� 	�� ��
�� ��% ��$

�$�����	����� %� )$�	 ������� 	�� ��% &� ����	��� &�	� �����'

� � � � ��� � ���

�$�����	��� � � � ��	� � � �� ��� �*�$������ ��� � ��� �� � � ��� F

��
�� $��� 	� 	�� �����%��� 
���� ��% ��$ ��	�'

� � � ��� ��� ���� ��� � � � � 
�

Chapter 3

Exercise 3.3 (page 89)

�	 �� �	$����	��$%�$�� �� � &�	 	������� 
�$������ 	��	 ���� �� 	���� ��%� �����

��$ �
�$� ��&���	��� �� 
����� �� �� � ��� 	� +�$ �*����� 	� 
�$��� 	��	

	�� )$�	 ,��	$�&�	�
�	� ��%

�- ���	� � ��-��� ��-	�

�� 	$��� %� ���� ���� ��� 	�� 	�&��� ��)���� - ��� � 	� ����. 	�� �����%���

����	 �/��	���� �$� 	$�� ���� ��$ ���� �� 	�� ����	 ��&���	���� �� 
����� ��$

�� � ��� 	�'
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Temporal Properties

� � ����� � ������ ����� � � ����� � ������ �����

� � ����� � ������ ����� � � ����� � ������ �����

� � ����� � ������ ����� � � ����� � ������ �����

� � ����� � ������ ����� � � ����� � ������ �����

��	 
	���� ��	 ����	
�

Exercise 3.9 (page 92)

���	 ��� � � ��� �
	���� ��
 ��� � � ��� �
	����� ��	 ����	�	�� ��

 ��!�	�	�� ��	��	� "�# ���� ���� �� � ��

$�� ��	� �� � ����� � � �� ��	 ��%������ &�' ���	��	� "�(��

)� ���	����%	 !���� '��� �%�
 ��	 ��	 �� ��	 ����	�	�� ��  ��!�	*

�	�� ��	��	� � �� �����'�+

�� � �� � � �������� �� � ��
� � ������	�

� � � �� �
����� � � � �� �
���	�

� � �
����� � � �
���	�

Exercise 3.10 (page 93)

�� ��� � �
�
�

��� � ��� � �
����� �� ��� ������� �����������

� ��
� � ��

� � �
�
� � ��

� ������� 
���� ������

� ��
� � �

�
� �
���� ������


���� ������

�� )����	 ���� �� � � �� � ��
 �
� � � � �

� � �� ��	�

�� � ��
� � �� �
���	� ������� 
�����

� ���� � �� ������	�

� ���� � �� ���������� 	�

� ��
� � �� ������	�

� �� �
���	� ������� 
�����

����� '�� )����!��� �� '	 ��%	 ���� ��	��	� "�, ���� � � ��

"� �� �� � � � ��	� �
� � �� � � �

� � ������ � � � � � � � �� �� � � ��

$� ����� �	�����-� � �� � � � ��	� � � ��

.� �� � � � ��	� �
� � � ��
 ���� � � ��� � �� � ��

� � �
�
��

 ��%	��	��� � � � ��
� � �

�
� ��� ��� �� ��	� ��/�- � � �� ��
 ����

�
� � �� '	 -	� ���� � � ��

� � �
�
� � �� � �

�� � ��
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Additional Exercises

Exercise 3.11 (page 94)

��
�
������������

�
�

� �������������

�� �	 �� � �� 
�� ��� � ��� ��� � � ��

�� �	 �� � � ��� � � � � ��

�� � � � �	� 
�� ���� �	� � � ������������ 	�� 
�� ��

Exercise 3.14 (page 99)
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�� � � �� � �������
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�

�
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Exercise 3.15 (page 99)
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�
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��"�
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� 
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� � 	 � � � � � � 


� � �� ' ' ' � � � � ' ' '

� � 	� ' ' � � ' � ' � ' �

� � � � � ' � ' ' � ' � ' ' '

� � � � � ' � � ' ' ' � ' ' '

� � �	 � ' ' � � � � ' � �

� � �� � ' � � ' � ' � ' �
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Exercise 3.16 (page 99)

��� ������ � �� �� 	�
����� � ����� �� ��� ���
��� � � ���� � � ���
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�������� 

�
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�

�
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�

�

�
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Exercise 3.17 (page 102)

"# � "" � $% 

Chapter 4

Exercise 4.2 (page 111)

% �� & ������� � � �� � � & � �� ���� �

� � � � � � �'� �(� �"� )� "� (� '� � � � ��

" �� & �������	���� � � � " � 

* �� & 
���������� � � ����� �������� ������

����� ������ ����� ����� ��

( �� & ��	��� �� 	� � � � ��� �� 	� � �� & � � � � 	 �

$ �� & ��	�
� $� �� � � � �
� �� � �� & 
 � $ � � �

� � � � � � ��*� "�� ��"� *�� ��%� (��

�)� $�� �%� '�� �"� +�� �*� ,�� � � � ��

Exercise 4.5 (page 115)

% �� ��
�
���� � � ��� � ��� ��

�
 

" �� ��
�
���� � ��� �� � � ���

�
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�
� ��� � ��� �� � ����

�
 

Exercise 4.7 (page 117)
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�
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�� �� �� �� ��
�
���������� �� � ���� � ���������� �� � ����
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�
	
��
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�
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�
�

Exercise 4.8 (page 117)
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Exercise 4.9 (page 120)

$� �%� �� ���
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��� ��� � � ����� ��� � �� �� �� �
�

Exercise 4.10 (page 121)
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�
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Exercise 4.12 (page 125)
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Exercise 4.13 (page 127)
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Chapter 5

Exercise 5.2 (page 134)

Fact 15.14

� �� � � � � � � � � � ��

Proof: ������ ���� � � � � �	 
� ���� ���
 ���� � � � � � � ��

��� ����� ���� 
� ���� ���
 ���� � � � ��� � � ��

�� �������� � � � ����� �� ��� ��������� �� ��� ��� ��������� � � ��


� ������ �� ��������� ������� � � � ��� 
� ���
 ���� � � �� ����� � � ��

�� �� ���� ���� ��� ���� ���� � � � � �� ������ �� ��� ����������� � � ��

�� ���� ���� ���
� ���� � � ��

�� ����� ���� � � � �� ���� �������� �

Exercise 5.3 (page 136)

Fact: �� � ��� � ��� ���� ��� ���� ���� ���� �� �� �� ��� ���� ���

Proof: ������ ���� � ��� � ��� ��� ���� ����

�� ��� ���� �� �� ��� ���� ���� �
��� �� ���� ���

��� � ! "�#$ ��� � ! "	#$ ��� ���� ���� ��� � ��� 	�

����� �� ! %"�#$&%"	#$& ! '�	 # "�# "	 # $

! "%"�	 # �# 	& # $

! "
#$ ��� ��� ���� �� 
 ! "�	 # �# 	�

��������� �� �� �� ��� ���� ��� �

Exercise 5.5 (page 138)

�� ��� ��� �� ��� �� ��� �� � ������ �� ��������� �� (� ���� ���� ������ ������

�� ��������� �� (�

� �� ��� �� ��� �� ��� �� ') �� '#) ! *� 
���� �� ��������� �� (	 �� ��

����� ������� ') ������ �� ��������� �� (�

� �� ��� �� ��� �� ��� �� * +(* +)( �� *#+#(#*#+#)#( ! ')� 
���� ��

��������� �� (	 �� �� ����� ������� * +(* +)( ������ �� ��������� �� (�

Exercise 5.9 (page 141)

Fact: ���� �� �� �������� �������� �������� �������

427



Temporal Properties

Proof: ������ �� ��� 	�
���� ���� � � � �� ��� �������� �����
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Exercise 5.10 (page 142)
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Exercise 5.13 (page 145)

Fact: &� � �
� � ��� �
������ �
� �� �� ���
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 ������ � �� ���
 �� � �� ���
�

Proof: ������ ���� � �
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Exercise 5.14 (page 146)

Fact: �� � � � ���� ������ � �� � 	� � � �


Proof: ����� ���� � � �


���	�� ���� � � �� ���� ��� ���� �� �� ��� ��� ���� ���� � �� �


���� ����� � � �� �� ��� ���� ���� � � �


���� ������ � �� �� 	� � � �


Exercise 5.15 (page 147)

Fact: �	� ���� ������ � ��� �� ��� �� � ���� ���


Proof: ����� ��� �� � ������ �� ��� ����� ����	� ��� �	�� 	� ����������

���� ��� � ���
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Exercise 5.16 (page 147)

Fact: �� � �� �� �������� ���� ��� '��� ����� 	� �� �� $� (� )� *� + 	� ,


Proof: &� ��� ��	�� ���� �� ����-��� �	�� ��� ��	���� ���	 ����� ��.

������� 	� ��� '��� ����� 	� �/

� �� ��� '��� ����� 	� � �� $� ���� ��� '��� ����� 	� �� ���� �� $


� �� ��� '��� ����� 	� � �� ( 	� ,� ���� ��� '��� ����� 	� �� ���� �� (


� �� ��� '��� ����� 	� � �� 0 	� 1� ���� ��� '��� ����� 	� �� ���� �� )


� �� ��� '��� ����� 	� � �� 2 	� 3� ���� ��� '��� ����� 	� �� ���� �� ,


� �� ��� '��� ����� 	� � �� ) 	� +� ���� ��� '��� ����� 	� �� ���� �� +


� �� ��� '��� ����� 	� � �� *� ���� ��� '��� ����� 	� �� ���� �� *


���� �4����� ��� �	����������� �	� ��� '��� ����� 	� �� ��� ����� ��� �����
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 �
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Exercise 5.17 (page 147)
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Exercise 5.18 (page 149)

Fact: �� � ��� � � � ��
 ��	����� ��
� � � � � ��

Proof: �		��
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Exercise 5.19 (page 151)
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Additional Exercises

���� ��� �� �	�
� ��� 
������
 
 ��
��� �
 �������� ������

� � �
�

�
� � �

�
����

�
�

Exercise 5.20 (page 152)

Fact: ��
�
� ��� �����

�
� ��� ��� � �������

Proof: ��� �����
� ��
�
� ��� �����

�
�

�	�� � ��� ����� 	���
 ��� 
��� ��
 �� �	
 ����� �� ��	�� � ��� 	���
 �� ���� 	���
�

– !� � ��� 	���
� �	�� ��� ���� ��� �	�
 ��� ��� � �������
– !� ���� 	���
� �	�� ������� ��� �	�
 ��� ��� � �������

!� ��	�� "�
�� ��� ��� � �������
��� �����
� ��� ��� � �������
�	�� ��	�� ��� ��� 	���
� �� ������ 	���
�
– !� ��� ��� 	���
� �	�� � ��� 	���
 ��� 
��� ����� ��
 �� �	
 �� � ��� ����� 	���
� ��� 
� ��

�
� ��� �����

�
�

– !� ������ 	���
� �	�� ���� 	���
 ��� 
��� ����� ��
 �� �	
 �� � ��� ����� 	���
� ��� 
� ��

�
� ��� �����

�
�

�	�
� � ��	�� "�
�� ��
�
� ��� �����

�
� �

Exercise 5.22 (page 153)

Fact: �	��� 
 � ����� 
�� � 
�"	 �	��� ��� ����� 
�� �� � � � � ��

Proof: �� 
	�� �#
���"� �� 
�"	 � 
��� �� 
���� ���� �	�� �	� ����� 
��

� "������ 	�
 �	� ��
��� ��������� �
 � � � � � ��� ����� 
�� ��

�� 
	�� �	�� � 
 �	� ���� 
�� ��	 �	
 ��������� �

��� �	�� 
���


�� � 
��
$�
 �	
 ��������% � ����"����� ��&�' � � �� �	
 ����
 �	��
� � � � �� (�� �	�� � � � � � � �� �

Chapter 6

Exercise 6.2 (page 158)

�� range�score� � 	 �)� *�� *+� )�� ),� -*� -,� ,,� +�� �.. 
�
�� score���		 � � / 	 � -.
��
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Temporal Properties

Exercise 6.3 (page 158)

�� ������ �� � ���	
��� �� ���� ������ ��� ��� ��� ���	
�� ��� ��������

�	��� ��
����

�� ����	� �� ��
 � ���	
��� �� ������ ��� 
�� �����
� ��
 ����

�� 
��� �� ��
 � ���	
��� �� � ������ ��� ��� ��� ������ �� 	��������

�� ��������	
��� �� ��
 � ���	
��� �� � ������ ��� ��� �� 	��������

Exercise 6.4 (page 160)

graph��� � � ��� ��� ��� ��� ��� �� ��

Exercise 6.5 (page 161)

��  �� ���	
��� score �� 	�� ����
����� ��! ��� �������! score�"������� �

score�#��$���� %���! score�&���� � score�'���������

��  �� ���	
��� � ( � � � ��)��� �� ���� � �� �� 	�� ����
����� ��! ���

�������! ����� � ����� �*� ��	
! ���� � ����� ��� ��� ���� � � ���

��  �� ���	
��� � ( � � � ��)��� �� ���� � ��
�� ����
������

Exercise 6.6 (page 161)

��  �� ���	
��� score �� 	�� ��
� ��! ��� �������! �� ��� ��� �	���� +�

��  �� ���	
��� � ( � � � ��)��� �� ���� � �� �� 	�� ��
� �� ���� � +

��� ��� � � � ��! ��� �������! ��� �� � � � �� �� ��� �� � ���

��  �� ���	
��� � ( � � � ��)��� �� ���� � �� �� 	�� ��
� ��! ���

�������! ��� �� � � � �� �� ��� �� � ��

Exercise 6.7 (page 161)

� �� �� ����
����� ��
 ��
 ��
�! �� 
���� �� �� ������
 �� 
�� 	�������

�
�� 
���� ������
 ���� 
�� 
��� ���	� �� ��
 �� 
�� ����� �� 
��

���	
����

� �� �� ��
� ��
 ��
 ����
�����! �� �� ���� 
�� ������
� �� 
�� ������

�
�� 
�� ��� ��

�� ������
�� 
� 
�� ���� ������
 �� 
�� 	�������

�
�� ������ �� 
�� 
���� ������
���

� �� �� ��
 ����
�����! �� �
 ���� 
�� ������
� �� 
�� ������ �
�� )��



�� ������
�� 
� 
�� ���� ������
 �� 
�� 	������� �
�� 
���� ������


���� 
�� 
���, ��� �� �� ��
�! �� 
���� �� �� ������
 �� 
�� 	�������

�
�� ��	��� ������
 ���� 
�� 
��� ���	� �� ��
 �� 
�� ����� �� 
��

���	
����

� �� �� ��
� ����
����� ��� ��
�!
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Exercise 6.8 (page 163)

� � � � � � � � � 	 
 � �

 � � � � � � � � � � � 	

� � � � � � � � � �  � �

� � � � � � � � � � � � 


Exercise 6.9 (page 164)

� Æ �

�

�

�

�

�

�

�

�

� Æ �

�

�

�

�

�

�

�

�

Exercise 6.10 (page 165)

�� � � �� � �	
 � � � � � ��� ��� �������	�� ���	 ���� ��� ��� �	�����

�	� �	
 �	��� ���������� � Æ� � �� � �� ��� �	������	� �� ������� ����

�	
 �	�� �� ������� ������ �	
 �� � �� �� � �������	�

Exercise 6.11 (page 165)

!�� � � � � ��������� "� ��� 
�#	����	 �� ��� �	$���� �� � �������	�

%�#	����	 ��& �'�(� ����� �� ��������� )  ���	 ��� ) ����� *�	�� � ��

�	������	�� ���� ���	� ����  ) �� +�	�� ��������� ) � ��� �	� � � �, ����

��� ��� Æ � ) id��

!�� � � � � ��������� -(��	 � %�#	����	 ��&� �� ��������� ) � ���	

� ) �� +�	�� ��������� ) � ��� �	� � � �, ���� ��� � Æ ��� ) id��

Exercise 6.12 (page 166)
�
� Æ �� Æ ��

�
�� ) �

�
�� Æ ����

�
) �

�
������

�

) �� Æ ������� )
�
�� Æ �� Æ �

�
���

Exercise 6.14 (page 170)

������ )

��
�

����� �� �  �,

���� �� � � �
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Temporal Properties

Exercise 6.15 (page 170)

���� � � � Æ ��� ���	�
 �� ���	��� ����
 �� ���������� �� �� � ����	�����

Exercise 6.16 (page 172)

����� ��� ����	���� � � � � �� ��� �� !"� ���#
 ��� ���	���� � � � � �

��$��� ��

�%�& �

���������
��������

�� �� � � �


�
�
�� �
'

�
� �� � � � �� ���


��
�
�
'

�
� �� � � � �� ����


�� � ����	�����

Exercise 6.17 (page 173)

(������� ��� �"� ��� � � ��

� )� � � 	 ���� �� ��$������ �� 	
 � �� �%�&
 �� 	 �� �%�&�

� )� � �� 	 ���� �� ��$������ �� 	
 � � �%�&
 �� ����� 	 �� �%�&�

*� ���� ���� ���� 	 �� �%�& ��� ����� � � �
 ���� ��
 � 	����� �� �����

Exercise 6.18 (page 174)

+�� 
 � � �� ' �
 ��� "�� � � 	 %
&� 	 %
& �� ��$��� ���

�%
& � �%� � �& � � � � ��� �%� ' �& � �%
& � � ' ��

��� ������� ��� ��� �'� ��� 	"���"� $��� !����� �� � 
 ��� ��� ��� ��"� $���

!����� �� � � ,� ��� �� �'� ��� �'� �� ���
 ����� ��� ������� �������� ���

"���� $��� !������

Exercise 6.20 (page 176)

�� )� 
 � � 
 ����

�%
& � � � � � ��-' � � � 
 �

� � � � � ��-' � � � � � � �%� &�

'� �%
& � � � � �%�& � �  � � �

��%
& � � �� ' � ��%�& � �  � �� . �

��%
& � � �� '� / � ��%�& � �  � �� .� # �

���
���

��%
& � � �� '� � � � � '��' � ��%�& � �  � �� .� � � � � '��� �
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Additional Exercises

�� L � G � � �� �� �� �� � � � ��

Chapter 7

Exercise 7.1 (page 180)

�� � � � � � ��������	 	 � 
�� ������ �� ��
�� ������� �

� � ���� ���� ��� ��

�� � � � � � ��������	 	 � 
�� ������� �� ��� ����� �

� � ���� ���� ��� ��

Exercise 7.3 (page 183)


��	�� � � ����� � �����! "�� # $!

����� � �����! %�&�������$!

����� � �����! ' & (��� ��)� %
���$!

��� �*� ��+����! (� ,�� -�.����/� ������ ���)���$!

����� � �����! "��0 �� 1�� 2 ��)��$!

�3 *�� -  ��! %�� �4� 5� � )� -�$!

�3 *�� -  ��! -  ���6��$!

�3 *�� -  ��! 2 � ' &� 7��� (���$!

����� � �����! #�)�� ��� #�)�� 1*���$!

�3 *�� -  ��! (�� 4&���$!

�3 *�� -  ��! 1 8��
 � � 9���$!

�%�0 ��� "��� �! %�� ��)��* "����*���$!

�%�0 ��� "��� �! ������� � 9���$!

�:����� ;� ����! � ��� 7��$!

�:����� ;� ����! % 0 �� 
 #�)�� "���$!

�:����� ;� ����! %�� 5 �� <� # � 7� &*�$!

�:����� ;� ����! "�� 1� ���� "��$!

�"����� ����*! ����� 3 ����$!

�"����� ����*! =&���&0  > � ����$!

�"����� ����*! �6�>���$ ��

Exercise 7.5 (page 184)

������* ��! ��! %"! :;! �� "� ���� > � ���� � �����! �� �*� ��+����!

3 *�� -  ��! %�0 ��� "��� �! :����� ;� ���� �� "����� ����*! ���4��?

��)���! ��� ������ ������ � ����� � ������  > ��� > �� 
��* 4����	

����� �
�

���! ��$! ���! ��$! ���! 3-$! ���! %"$!
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Temporal Properties

���� ���� ���� ���� �	
� ���� �	
� ����

�	
� ��� �	
� ���� �	
� ���� ���� ����

���� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ����

��� ��� ��� ���� ��� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���
�
�

��� ������ �������� ��� �� ���������� �� ����� �!

	


��

��

� �� ��

�� ������ �������� ��������	�� �������� �� ��� ����� ��" #����!

��������	�� $
�
���� 	
�� ���� ���� ���� ���

���� ���� ���� ���� �	
� ����

�	
� ��� �	
� ���� �	
� ����

���� ��� ���� ���� ���� ����

��� ���� ��� ���� ���� ���
�
�

��� ������ �������� ��� �� ���������� �� ����� �!

�� 	
 �� � �� ��

Exercise 7.6 (page 185)


��� $
�
�������� %���&'����� �������� (���������

������� %���&'����� ������� (���������

�(���� ������� �
����� ������� ��� ��� ������
�
�
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Additional Exercises

������� �
�
��������� 	��
����� �������� ������

�	���� ������ �	���� ������ ������� 	����

������� ������ ������� 	���� ������� �����
�
�

��	��� �
�
�	��
����� �������� ������� ������

�
�

��
��� �
�
��������� 	��
����� �	��
����� ��������

�������� ������ ������� �������

�	���� ������ ������� 	����

�	���� ������ ������� 	����

������� ������ ������� �����
�
�

��� ����� ����
��� ��� �� ���������� �� ��������

������

��������� 	��
����

�����

	��� ����� �����

�������

Exercise 7.7 (page 187)

 � �� � �� � ���

!� �� � �� � ���

"� �� � �� � ���

Exercise 7.8 (page 188)

��
����� � ��
����

Exercise 7.9 (page 189)

� ����� � ������ Æ������� ��� ����� �� � ���
��� �� � #����
�

$� 
�� ���� �� 
�� ���� ������% �� ����&

����� � � ���������������� ���������������

��������	���� �������������� ������������� ��

��� '��
 
�� #���� ����� ���� 
�� ���
 
��
 ������� �� � ���
��� ��

	��
����% ��� �� � #����
 �� ������ ��� ������

��� '��� 
���� #���� ����� ���� 
�� ���
 
��
 ������ �� � ���
��� ��

�����% ��� �� � #����
 �� 	���% ����� ��� ������
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Temporal Properties

� ������ � ���	�
� Æ ��
 �� ������ 	
 � 
�� �� � 
	�	����

�� ��� ��
� �� ��� ���� ���	��� �� �����

������ � � �������� ��������� � ������������

�!��	
��������� �������������� ��

"�� #�
� ��	� ��	
�
 ���� ��� ���� ���� ������ 	
 � 
�� ��  �����
��

��� 	
 � 
	�	�� �� ��������

"�� #��� ����� ��	�
 ��	
� ���� ��� ���� ����  ���� !��	
 ��� �����

��� 
��
 �� ������ ��� 	
 � 
	�	�� �� �������

Exercise 7.10 (page 190)

"�	
 ������
 ��
	�� ���� �������� ��� �� "������ $�%�

Exercise 7.11 (page 191)

"�� �����	�� ����� 	
 ��� ��&�'	��� �
 (����� !�)��� 	
 ��� ������� ��

�	�
��� � ��	
 �����	��� � ��	�� 
������ 	� ���� ��� #��� �� ����� ��� ����

�������� 	� ��� #�� ����� 
����	�� 	� ������� #����

"�� �����	�� ����� 	
 ��
� ��� 	���&�'	��� �
 ��� �� ��� ����� �����
 ���

���� ������ *���
 +��� ���� ���� 
� �� ���� ���� ��� ����
	��� 
� ����

�� ���� 	
 ������� �� �	�
��� � ��� ����� �����	���

"�� �����	�� ���������� 	
 	���&�'	�� ���� ���
 	� 	
 ��� ��&�'	���� �
 ��

����� ����� ��� ���� 
������ �
 *���
 +��� ����� 
����	�� �
 *���
 +����

Exercise 7.12 (page 191)

"�� �����	�� ����� 	
 ��� 
������	�, ��� �'������ 	� �����	�
 ��� ��	�

��-�"�� �� ��� ��� ��	� �"���-�� .�� 	
 	� ���	
������	�, ��� �'������ 	�

�����	�
 ��� ��	�
 ��-�(!� ��� �(!��-�� ��� �- ��(!�

"�� �����	�� ���������� 	
 ��� 
������	�, ��� �'������ 	� �����	�
 ���

��	� ��-�(!� �� ��� ��� ��	� �(!��-��  ������� 	� 	
 ���	
������	�� �	���

��� *���
 +��� �����
� ��� �� ��� ��� �	�� ��� ���� 
������ �
 *���
 +���

����� ��� ������

Exercise 7.13 (page 192)

"�� �����	�� ����� 	
 ��� ����
	�	��, ��� �'������ 	� �����	�
 ��� ��	�


�/0��-� ��� ��-�(!�� �� ��� ��� ��	� �/0�(!��

"�� �����	�� ���������� 	
 ����
	�	��� 	� ��� ����� 
������ �
 *���
 +���

����� � 
����� ������ ��� 	� ������ 
������ �
 *���
 +��� ����� � ��	��

������ ���� ��� #�
� ����� �	�� ��������� ���� 
������ �
 *���
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Additional Exercises

Exercise 7.14 (page 192)
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Exercise 7.18 (page 194)
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Exercise 7.19 (page 194)
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Exercise 7.21 (page 195)

��� (
��� �������	
 	� � ��� � �	
����� 	� ��
����	
�) � � � � ) � � � ��

��� �	������ �������	
 	� � ��� � �	
����� 	� 	
� ���) �� ��

439



Temporal Properties

Exercise 7.23 (page 196)

��� ������	�
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Exercise 7.24 (page 196)
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�� �	������

�� � � � � �! � � !� "� �� �# � �$ � � $� %� !& �

�' � � '� !' � �# � � #� �!� ��� !" � �& � � & �

��( � � �(� !( � ��� � � �� � ��$ � � �$ �

��" � � �"� !� � ��' � � �' � ��& � � �& �

��% � � �% � �!� � � !� � �!! � � !! �

�!$ � � !$ � �!# � � !# � �!% � � !% �

Chapter 8

Exercise 8.1 (page 203)

" � � : )� �	���� ���* ( � � * �� �� �	���� �!�* � � � + �� �� �	���� �!�* ! � � +
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�����
�

�� !�' � � + ����� �� ���	� �
	� �
��� �� ��� �
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Additional Exercises

Exercise 8.2 (page 204)

��� �� ������ �� 	� �
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� �������� ���
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Exercise 8.3 (page 204)
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Exercise 8.4 (page 205)
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Exercise 8.5 (page 207)

���������������� �� �������!�� ������ �� �
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�
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Exercise 8.6 (page 208)
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Exercise 8.7 (page 212)
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Temporal Properties
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Exercise 8.8 (page 213)

� �� � �� ! "�# � # � $ ! "� # � #

� �� � �� ! "�" � # � # ! %� # � %

� �� � �� ! "�& � # � % ! '� # � (

� �� � �� ! "�% � # � ( ! )� # � #'

� �� � �� ! "�* � # � #' ! #$� # � "*

� �� � �� ! "�' � # � "* ! #"� # � &'

+� ����� ������ �����
� �� �� �� ��� �	������	� ���� �
�
� ���

Exercise 8.9 (page 213)
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#
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% � "*
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#
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#
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#
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Exercise 8.10 (page 214)
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� �� �������� �	 	
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�� �	 	
� �	��	

� ���	
 ���� ������ �
���� ���� � ��� ���� �� ���
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�� �	

	
� �	��	 � ���	
 ���� ������ �
����

Exercise 8.11 (page 215)

���	��� �� � � ���

���	��� ����� � �������	���������

Exercise 8.12 (page 215)

����! "� � �

����� # �� � � � ������
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� & � � � ����!'"�

� & � � � ' � ����! "�

� & � � � ' � �

� �(�

Exercise 8.13 (page 215)

! " ���� � ��

�� # �� ���� � � # ��������

Exercise 8.14 (page 216)
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������ � �����
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Exercise 8.15 (page 216)
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Temporal Properties
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Exercise 8.16 (page 218)
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Exercise 8.17 (page 220)
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	� ��� !"� ������� �� ��� ����� ��!!��� �� !�� �� !"� ������! ���� !� �

��$����! ����

%� ��� !"� ������! ���� !� !"� �!"�� ���!� ����

&� ��� !"� ������� �� ��� ����� ��!� !"� ���� "������ !"� ������! �����

'�!� !"� !�� ���(����� ����� �� �!��� 	 ��� &�

)������ �(! �� � !���� �� *�� �����+ !"�� ��(�� ��,(��� %� �������(��

������

Chapter 9

Exercise 9.1 (page 226)

 ! ��(�� ������ !"�! !"� �(���� �� ������� ��(���� ����� !��� � ��� ���! ��

�����+ �� �! �� !���!��� !� �(��� !"�! %	 ������� ���� �� ����!�� �� ������!���

- ���!��  � �������+ �(� ��!(�!��� �� �(����!��� !"�! 	��� ������� ��� ����!��

�� ������!��� � ���!�+ ����� �� !"� �������� ��!" � � �+ 	+ %+ & ��� .�
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����� �� 	�������� �� ��� ���	��	����� 
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����� ����
�+	� �� ��	 �����
� ��,	� ���,	�

Exercise 9.2 (page 228)

#�	 ���
� �����	 ���� ��	 ���� ���
� ���
� ���+�� ���� ��	 +��� �� ���-

�	�� ��� �� �� ����.
�  ��� ���� ���� ���� ���� ��	 +��� �. ����	�� ���

�� �� �.���
� �� ��

����

� � � � � � � � � � �. / � � � � � � � � � � ��� �� � � �.

/ ����.
� � �.

/ �.�
�
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� � �

�

/ �.�
�
��
�

�

/ �.���
�

Exercise 9.3 (page 228)

0���� 1���� �� �	���	� �� ��,	 �����	� ��� ��	 ��

����� ��
��
����� �

 ��

��� �	���

� / � � � � � � � � � �  � �  2 � 34
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Exercise 9.4 (page 231)
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Induction Step: $� ������ �	��� ��� ��� ��

��� � ��� � ��" � � � � � ������ �
�����������

�

��� ���� �	
� 
����
�� 	����	��
� �� ����� �	��

��� � ��� � ��" � � � � � ���������� �
���������������

� �

�	�� 
�� �� ����������� �	�� 
� �	� ��������� �� �	� �	����� 
�

���� �	�� � � �� �	�� 
� ���� ���� �� ���� �	�� � � ����

��� � ��� � ��" � � � � � ������ � ����������

�
�����������

� � ���������� ��� ��� ���	
����

����������

�
����������

� �� � ��

�
���������������

� �

Exercise 9.5 (page 232)

 �� ��� � � !� �� � �� � � � � � �
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�
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Temporal Properties
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Exercise 9.6 (page 232)
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Exercise 9.7 (page 233)
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Exercise 9.8 (page 234)
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Exercise 9.9 (page 235)
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Exercise 9.10 (page 236)
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Exercise 9.11 (page 236)
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Exercise 9.12 (page 238)
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Exercise 9.13 (page 238)
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Exercise 9.14 (page 239)
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Exercise 9.15 (page 239)
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Exercise 9.17 (page 243)
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Exercise 9.20 (page 246)
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Chapter 10

Exercise 10.1 (page 257)
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Exercise 10.2 (page 258)
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����� ��� �����'���	 ������� �����	� �
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Exercise 10.3 (page 258)

*�������� �� ���� 	�� ��������� �	��	�� �� 	�� '���	���+

� , �-����� �� � ������� 
���	��� �� ������ � ����� ����� 	� �( �-������ 

���

�. �-����� �� � ������� 
���	��� �� ������ ( ����� ����� 	� �( �-�������

� / �-����� �� � ������ 
���	��� ��� �� ��� ��� ���� 	� � ������� 
���&

	���+ ��	��� ( ����� ����� 	� , �-����� �� � ����� ����� 	� �. �-�������

� " �-����� �� � ������� 
���	��� �� ������ � ����� ����� 	� / �-������ 

���

0 �-����� �� � ������� 
���	��� �� ������ ( ����� ����� 	� / �-�������
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Exercise 10.4 (page 259)
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���	
 ��	 �����	� ��	�	!

� % � � ������� �������� � � ���	 �� � ���	 ��	 �����	� �� ��	 �����

������� $!

� & � ��� � �	��� �������� � �� � �� ��	 �	�
 �� � ���	!
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 %� �	�	����	��!

� ) � ��� � �	��� �������� � �� � �� ��	 ���� �� � ��
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Exercise 10.5 (page 262)
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Exercise 10.6 (page 262)
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Exercise 10.7 (page 264)
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Exercise 10.12 (page 270)
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Chapter 11

Exercise 11.3 (page 286)
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����� �������� �
 ��� ���� ��
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 ��� ����� ��
�$ �� �"� #�
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�� �� ��� ����� ��� �������� ���� �! ���� ��"���� �! �����! ����� ����� 

������� �� ��"��# ��� �� ����� ������ �� ���� �������� �� ����������	

���� ��� $"� �������� �������� � %� &��������! ������� �����'( �� %���

&����������� ����� �������'( � %� �������� ������� �����'( �� %��� ���������

����� �������'( ��� �� %� &��������! ��� � �������� ����� �������'	 )�����
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Additional Exercises

��� �� ��� �	
�� ���� �� 	� ��� ���� �� ��� � ���� ���� �����
� ��� ���

��	�� 	������� �� �����	�
�

Exercise 11.4 (page 287)

� ����� �� ��� ������ �������	�
 ��	� �	���� ����	��� �� � ��	� �� 	���
���

��� � �	�� !���" ��� !���#$ ���������	�
 ��� ������ �� ����� 	� ��� "%


����� ��� #%
����� &�
� � ��� �$ �������	���� ��� 	�	�	�� ����� 	� �!� ! ���

��� ���� ����� ��� �	�� �� ����� 	� �'� ! 

����� ��� �	( ����� �� ����� ����	��� ���� ��� 
	��� ����� ��� � )

�	$& 
����
�� �"� � ��� �*! 

�	$& 
����
�� ��� # ��� �*! 

�	$& 
����	�
�� �!� � ��� ��! 

�	$& 
����	�
�� ��� ! ��� ��! 

�	$& 
��
�
�� ���(�!� �+��# ��	��#� �+�  ��� ��! ��� ��# 

�	$& 
��
�
�� ��	��"� �+� ���(�!� �+��"  ��� ��" ��� ��! 

,���	�
 ��� ��� ���$ �� 	����	�� ��� ������	�
 -%���� �����	��)

�!� ! 
����
�� �"� ! 

��
�
�� �.� # 

����	�
�� �.� ! 

��
�
�� �!� . 

����
�� �"� . 

��
�
�� �'� # 

����	�
�� �'� ! 

Exercise 11.5 (page 287)

��� ���� ���� ���� ����� 	� ��� �� ��� ������	�
 ����� ���%�	��	�
 ����
%

����	���)

�) # ��� ���$ ��� '�� ��� ����� ���

	 ) . ����%�� ��� . ����%����$ �	�� �	�
������%�����	�� ������� �	/�����


) . ����%�� ��� . ����%����$ �	�� �	�
������%�����	�� ������� ��� ����

0����������$ ����� ��� ���� ����� �	/����� ����� ��	�� ��� ��� ����� ��

��� ���� ����)

�) 1	� ��� ���� ���

�) 1	� ��� ��&����� ���� ����

) 1	� ��� �	�
������%�����	�� ���� ����

�0�	��	�
 # ���� ���� ��� ��� ���� �/��� �� ��� ����	��� ����
����	��� ��

1	��	�
 � ���� ���2 ��� 1	��	�
 ��� ���� ���� ���� ��� �� �/��� ����������

�� ��� ����
����	�� 
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Exercise 11.6 (page 288)

,� #���� ��� �
� ������� �� ��� �����
��� ���������
�� �� ��� �����
�
��

������� ����� ��� ����������� � ��� �����	
�� �	� 
�������� ��
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Additional Exercises

�� ����� ��� �	
 ����
�� ����� �x := x mod y� �� �y := y mod x��

�� ����� ��� ��� �������
�� �������� ��� ������ �� ��
��� ����� ������

��
� ����

�
� � �� 

� � !"�

�
x := x mod y
��

�
� � "�

� � !"�

�

�
� � "�

� � !"�

�
y := y mod x
��

�
� � "�

� � �#

�

�
� � "�

� � �#

�
x := x mod y
��

�
� � !�

� � �#

�

�
� � !�

� � �#

�
y := y mod x
��

�
� � !�

� �  

�

�
� � !�

� �  

�
x := x mod y
��

�
� � #

� �  

�

Exercise 11.7 (page 289)

�������� �������

��� ��

���	
�

������� ������� ���	

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

����� ����

Exercise 11.8 (page 290)

Cl� Cl�

����
����

��� ��
�� $�
���� ��� �	
 ������� Cl� �� Cl�% 
� ����
� tick% �� �	


�������
�� Cl�
tick
�� Cl� �� Cl�

tick
�� Cl��

Exercise 11.9 (page 291)

&� ���������� � ����� �� � ���$�� ��� �� �� 	����
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���� ���������
��

�� ���� ������� ���

���� ������� ��
��
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Exercise 11.10 (page 291)
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��' 	� �	�	�� � ����	����(� 	����� ��� � 
������
 ����� ���� ������ ���

��' ) �������� ��� �	�	� ��� '������ ��� ��� ) �� � *����� �	����� ������

� ����	����(� ��������� ���	����� �	 ������
 
�������� ����� � ����� ���

��� ���� �� �
����	������ ��	� 	� 	�
�� ����� �� 	��� ��� �	&� 	��� ��

	���(��� ��� ��� ���� �� ���� �� ������ !��� ��� �� 
���� �� 
���� ��		�

��� ��	�� 
	��� �	 �� 
	�� ���������

+������ ��� �	
���&���� 	� #���$	������% ���� ��� ��� 
	��� � 
	��

��������� �� ���� �� ���	��� ��� ��������� ���� ��� �	 ����� ������ ��� ����

	� ��� �	��� ��(��� �	�� ��� �	��� ��� ���� �� ������ 	� ��� ���' 	� 	��

���� ������� ��	
 (��� �� ��� ���
 	� ��� 	����� �	 ������� �	��� ���

�������� ��� 	���	
� 	� ��� �	�� ���� ��� �	�� � ��������� �	���� ����

	� �����

!� ��� �	����� ��� ������	� ���� ��� 
	��� 	� ��� �
��� (������


������ ��	
 ���� �,� ����� ������ � -.� �	�� ��� ���	� ��� ��� �	

������ ������� �	 ��� � �	/�� ����	� 	� � ��� ����	�� 0�(��� ������� ���

-.� �	��� ��� ��� � �	
������� ���� �	 ��		� ����� ����	� �	 ���� ���

��� ��� 
	��� �	� ��� (������ 
������ ��	��� ���
��� ��� ��	�� �	��1

������� 
	��� ��	(�� #��� � ���� ��	��� � 	� �	��� ���������� �� � �	��

���� 2 � �	��� �� ������� ���������� �	� ��� (������ 
������ �	 ���
�����
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��� ������ ���� 	�
�	� 
� ����� ��� ��� ��� 	
� �� �������� �� ���� ���

���� 	
�������� �
��� ��
����

Exercise 11.11 (page 296)

� ��� ���� �
� �	��
 ����!�

�����������
����
�� ������ ��

���������
�����
�� ����

"�	�� � ��� ���� �
� 	�
�	��

�����������# ���������
����
�� ������ ��

�����������# ���������
�����
�� ����

$� ������
���
% �����������# ���������� ��� ���� �
� &�
	��� '��������

����� �� �
 ���� 
�� ������(

������
����
�� ������ ��

������
�����
�� ����

Exercise 11.12 (page 297)

Cl
�

���
% tick�Cl

�
# tick�Cl��

Exercise 11.13 (page 298)

)�

�
�

���
%

������������
�����������

����� # ������� # �������� �� � % �*

������ �� � % )*

����
��� # ����

���� �� + � � � ,*

����
��� # ����

��� # ����
���� �� � � � � +��

+� -�� �������
 ������� �� ����	��� � .����� )����

Exercise 11.14 (page 300)

-�� ��� ������ 
� ��� ��	
� ����� ��	��� ���(

��

10p.coffee.collect.�� + 10p.tea.collect.��

coffee.collect.��

tea.collect.��

collect.��
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�

������ ��	�
 ��� �� �� ��� ������������� �������	

��� ��� ������ �� ��� ����� ������� ������� ���


��

10p.coffee.collect.��

10p.tea.collect.��

coffee.collect.��

tea.collect.��

collect.��

Exercise 11.15 (page 301)

�� ������ ��� �� �� � 10p �������

�� ���� ��� �� �� � ����� �� �����

�� ��� �� � 10p ������

��� ��� �� �� � ����� �� �����

�� ��� �� � tea ������	
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������ ��	
� �� ��� ��� �������� ��	�
	

Exercise 11.16 (page 301)

�	 �� ���������� ������ �� �������� �� ������ ��	
	

�	 ���� ����� � ��� ��� �� �� � ������ ��� �� �� � ����� �� ��� ��

������ �� ��� �� � � ������ ��� ��!! ����� ��� �� ��!� �� �� � �

������ �� ��� ��!! ��� �� ��!� �� �� � � ������	

"� �� ���� ��� ���� ����� � �� ������ �� ��� �� �� � ������ 

��� ��!! �� ��!� �� �� � � ������ ��� ��� �� �� � ����� �� ��� ���

��� ��� �� � � ������ �� ��!! �� � � ������	

Exercise 11.17 (page 302)

�� ��#�� ��$������ �� �%��!��� ���

reflexive: &!���!� 	
�

� 
 �� ��� ��!� �� 	
�

� 
 �� 	 ' 		

symmetric: ������� ��� 	 ' � 	 �� ��� ��� � ' 	 �� ���� ��

����������� ��� �
�

� 
 �� ��� ��!� �� 	
�

� 
	 (���#�� ���

���� �� ���� �� ��� �� �����!� �� ���� ��������� ��� ��)�� 	 ' �  

����!� ��� 	
�

� 
 �� ��� ��!� �� �
�

� 
	

transitive: ������� ��� 	 ' � ��� � ' 
	 �� ��� ��� 	 ' 
 ��

���� �� ����������� ��� 	
�

� � �� ��� ��!� �� 

�

� �	 (���#�� 

	
�

� � �� ��� ��!� �� �
�

� � *����� 	 ' � +

�� ��� ��!� �� 

�

� � *����� � ' 
+	

Exercise 11.18 (page 303)

�� ��!� ��� �� ����� ��� � ' �� ���!� �� �� $��� ��� ��� �� ' ��� 

��� ���!� ��%���� �� �� ��� ��� � ' ��	
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�������� �	� �
�� �� �� �
��� �	� � � �� ����� �� �� ���� �	�� �	�

��� � ����� �	��	 ����� ������� �� �� �	�� �	� � � ���

��������� �	� �
�� �� �� �
��� �	� � � �� ����� �� �� ���� �	�� �	�

��� � ����� �	��	 ����� ������� �� �� �	�� �	� � � ���

��
��
��
� �
 �	�� ��	��
� �� ����� 
���� �
��	� 
� �� �� ����� 
����

���	 ��� ��� �� �
�����
� �	� � � ���

Chapter 12

Exercise 12.2 (page 312)

Fact: ��� 
� ���� �
�
����  � ���	�� �	� ���� !���� 	�  ��

�
� ����"

���� �� �	� ����
� !���� 	�  ��

�
� ��������

Proof: #� �
������
 �
 ��

��� �	� ��� ���� �	� ����
� !���� ������ 	�  ��

�
� ������� ���


� ��� ������  �� ��
��	 ��$�

��� �	� �
������� ���� ����� �	� ��� 
� ��� �
�
�� �� � � �� ��
��	 ��

���	�� �	� ���� !���� 	�  ��

�
� �������� �� �	� ����
� !���� 	� 

��

�
� �������� %�!!��� �	�
 �	� �	� �������
� ��� !��!������ 	���&

� ��� �� ����
� � 
� �� ����� � �� �� �
�

� � � �	�
 �
�

� � � ���

���� ���� � � ���	 �	� �	� ����
� !���� 	�  ��

�
� ������� ���

�	� ��� �
�
�� �� � � ' 
�

� ��� �� ����
� � 
� �� ����� � �� �� �
�

� � � �	�
 �
�

� � � ���

���� ���� � � ���	 �	� �	� ����
� !���� 	�  ��

�
� ������� ���

�	� ��� �
�
�� �� � � �

(	� ��� ��!!��� �	� 
� ����� �	� �	� ���� !���� ���� � 	�� ���� ����

�
 �	� ��� �
�������  ) ���	��  ���� �

�

� � � ��  ���� �
�

� � � )

�	� ����
� !���� �
 ���!�
� �
 ���	  �� �	� 	� ���� �
��  !������


�
 �	��	 	� 	�  ��

�
� ������� �
 �	� ��� �� ��
��	 �� (	�� ������

���
��  ��

�
� ������� ��� �	� ����
� !���� �
 �	� ��� �
�������  �

��
��� �� �	� ����
� !���� ���� ��� 	��  ��

�
� ������� �
 �	�

��� �
�������  � �	�
 �
� �� �	� ���� ��� !��!������ ���� �� 	���� (	�

��� ���	��

� �
�

� � � �
 ���	  �� �	� �	�
���� �
�

� � � �	� ����
� !����

���� 
�� 	��  ��

�
� ������� �
 �	� ��� �
�
�� �� � � ' ��� �	�


�� �	� �
������� 	�!��	����� �	�� ��!���� �	� �	� ���� !���� 	� 

��

�
� ������� �
 �	� ��� �
�
�� �� � � � �	��	 ��
� �	� �
 ��� �	�

�
�

� � � ��
�����
 � �	� ���� ���� �
  ��

�
� ������� ��� �	� ���

�
�������  ' ��
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� �
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� � � �� ���� � ��	 
��
 ������� �
�

� � � 
�� ������ ���	�

���� ��
 ���� � ������� �
�
��	 �� 
�� ���� �
�
�� �� � ��� ��
 
���

�	 
�� �����
��� �	��
������ 
��� ������� 
��
 
�� ��
 ���	� ��� �

������� �
�
��	 �� 
�� ���� �
�
�� �� � ��� ����� ����� ��� ��� ��� 
��

�
�

� � � 
����
��� �� 
�� ��
 ���� �� � ������� �
�
��	 �� 
�� ����

�������� �� �

Exercise 12.3 (page 313)

� �� � ���� ����� � �� � ��� � �� �� ����� ��� ��
�� � � � 	��

��� �� �� � ��
��� ��� ��
���� ����� ��� �������� �� ���� 
��
 
����

	��� 	�� ���� �� ���� 
� �� � � ��
��� ��� ��
���� ����� ������� 
�� ����

��� ���	� ��� ��������	 ���	 ���
��� 
�� ����� 
�� ��
 ���	� �����

�� 
�� ��������
���  ��� ���� 
�� 
����� �
�
 �� 
�� ��� �� �
�
�� ������

� ��� � ���� ����� � ��� � �� ��� 	�!� ����� 
�� ��
 ���	� ��� �

�
�
��	 ����� ���� ��� �� 
�� ���� ��
��� 
��� ����� �
�
��� ��� 
��

��� �� �
�
�� �����"

� #� �� ��
 ���� ��� ��� �� �
�

� 
� 
� ����� 
�� ������ ���	�

����� ���� 
� ������ ��
� �
�

� �� 
�� 
�� 
����� ���� 
��� �� ��


�� ��� �� �
�
�� �
����

� #� �� ������ ���� ��� ����� 
��� �� �
�

� �0 $ �0� 
� �����


�� ������ ���	� ����� ���� 
� ������ ��
� ��
�� ��
� 

�

� �0

� ��
� 

�

� �0� 
�� 
�� 
����� ���� 
��� �� �� 
�� ��� �� �
�
��

��0� �0$ �0� � 
�� ��� �� �
�
�� ��0� �0$ �0��

� #� �� 
��� ����� �� 
�� 
����� �� �� 
�� ��� �� �
�
�� ��0� �0$�0�


��� ��� ������ �� �0$ �0
�

� 0� ��� �� 
�� 
����� �� �� 
�� ��� ��

�
�
� ��0� �0$ �0� 
��� ��� ������ �� �0$ �0
�

� 0� �� ��
�� ����


�� ������ ���	� ���� ��
 �� ���� 
� �������

Exercise 12.4 (page 315)

Fact: #� ��� 	 � � � ��� �� ��� �
�
�� �� � � ��� �� �� � �� � ��� � �� �


��� � �� ��

Proof: �	 �����
��� �� 	 � � �

#� 
�� ���� ���� 	%&� ������ '(�!�'� ����� �� 
��
 � �� ��

#� 
�� �����
��� �
��� �� ������ 
��
 � ���� � ��� � ���� �� )��

����� 
� 
�� ���
���� ������
�
���� �� ������ '(�! ����� !'!�� �� 
��

�����
��� �
�� 
�� ������
 ���� �� ����� �� 
�� ��������� ���
��"
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�� � �����

��� �������� ����� � ���� � �� �	�� ��	� �
�

� �
� ��� ���� � � ���� ��	�

�
�
�� �

� 	�! ����� 	"	�� # ������� ������� ����� � ���� � �� �	�� ��	�

�
�

� �
� ��� ���� �� ���� ��	� � �

�� �
�� ����� # ��!������ � �

�� �
�� $�

����	��

� $� �
�

� �
� ���� �

�

� �
� ��� ���� �� ���� ��	� � � �� �

��

������� �����	! ��	� ��� 
��� ��	�� �	��� 	 ��	������� �
�

� �
�� � ����

���� �������� ����� � ���� � �� �	�� ��	� �
�

� �
� ��� ���� � � ���� ��	�

�
� �� �

� 	�! ����� 	"	�� # ������� ������� ����� � ���� � �� �	�� ��	�

�
�

� �
� ��� ���� � � ���� ��	� � � �� �

�� ����� # ��!������ � � �� �
�� $�

����	��

� $� �
�

� �
� ���� �

�

� �
� ��� ���� � � ���� ��	� � � �� �

��

����� ��� #����� ������� # ������� �������� "���� �� ��	� � ���� �� �

Exercise 12.5 (page 315)

Fact: %�� 	�� � � � � Cl� �� Cl� ����� Cl� ����� Cl�

Proof: &� �	� ���� ��� �'���	����� # ��!������ �� ��

Base Case: Cl� �� Cl� # ������� ��������

Induction Step: (������"� ��� ���� �� ��	� Cl� �� Cl� �� �	� ������!�

���� ������� ������� ��	� Cl��� ���� Cl

��� ���'���	����� ������� ���� �����" ��	� �� ��� #������	���� "	�� ��	�!

���� ��� ������ �� Cl� 	�! Cl� 	���� 	� �)��	�"� �� � ����� ��� ������ ����

������	��� #� �� Cl� 	�! Cl� 	�! ��� 
��� ������ ���� #� 	#�� �� �	�� ���

���� Cl
����

�� Cl ����� ��� �����! ������ �	���� �	���� �

Fact: %�� 	�� � � � � Clock �� Clock�� ����� Clock ��
�

Clock��
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Proof: �� ��� ���	
� ��	� 	�	 �� 	� ���	 �
���� �� 	� ��� ��� �����

�� ������� 	� ������
�	��� ���� ��	 	� 	����� �� 	� �	�	�� Clock ���

Clock�� 	�� � ���	 �	��	 ��	 	� ���� Clock�
����

�� Cl� 	� ������ �
����

���
� ������� 	� ��� �	�� ������� ���� �� ��� � ��� �� 	� 
���� 	� 	��

	����� �� 	� ���� �	�	�� 
������ �� ��	 	� ������� ������	 �	��	��� 	�

����

�� �������� 	� 	�� ������� ���� Clock�
����

�� Cl� 	� ������ �
����

��� ���� Clock
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Exercise 12.6 (page 317)
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Exercise 12.7 (page 317)
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Exercise 12.8 (page 318)
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Exercise 12.9 (page 321)
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Exercise 12.10 (page 322)
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Exercise 12.11 (page 326)
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�
�
�
��� �� ��
 �

�
��
����� ���

Chapter 13

Exercise 13.1 (page 336)

�� �coffee�true 	��	�

�� ��	 
� � �coffee ������ ��
 ��
 �� �� � ����� �� �����

true �� �����

���	 ������
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��� �� �
 �	 ��		���� 
� �� � �coffee� ��
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� � �coffee ������ ��
 ��
 �� �� � ����� �� �����
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�
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�� ������
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 �� �� �

����� �� ����� true �� �����
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��� ( �	 true ���� �� ����	� �� 
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Exercise 13.2 (page 336)
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Exercise 13.3 (page 336)

�tick��tick�true�

�� ���	
� ��
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� ��� �����

Exercise 13.4 (page 340)
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Exercise 13.5 (page 341)
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��� ������� ������� ��	 ���	�
�� +� ���	 �� �����	� � �������� ����true
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����� �� ��

������� �� 
��

�� ������ ��� ����. ��

�����

Exercise 13.6 (page 342)

Fact: ����� � �����

Proof: � �, ����� � � ��, ����

� ��� /�
�

� � 	 � �, � 0

� 
��/�
�

� � 	 � �, � 0

� 
� /�
�

� � � � ��, � 0

� 
� /�
�

� � � � �, �� 0

� � �, ����� �

Exercise 13.7 (page 343)

Theorem 13.6: 1�� ��� �����

 � ��	 ��� �������� � �� HML2
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	� ��

� � �� �� 	
� � �� �� ��� �������	� ���	������ ��

� � �� �� ��� ��� ������� �������	� 
	� ��

�� � �� neg��� ����

� � �� neg���� � neg���� ��� �������	� 	
 neg��� �����

� � �� neg���� � � �� neg���� ��� ������� �������	� 
	� ��

� � ��� �� � � ��� �� ��� �������	� ���	������ ��

� ��� �� �� 	
� � �� ��� ��� �� �	����� ���

� � ��� �� ��� ��� ������� �������	� 
	� ��

� � �� ����

�� � �� pos��� ����

� � �� pos���� � pos���� ��� �������	� 	
 pos��� �����

� � �� pos���� � � �� pos���� ��� ������� �������	� 
	� ��

� � �� �� � � �� �� ��� �������	� ���	������ ��

� � �� �� ��� ��� ������� �������	� 
	� ��

�� � �� neg��� ����

� � �� neg���� � neg���� ��� �������	� 	
 neg��� �����

� � �� neg���� 	
� � �� neg���� ��� ������� �������	� 
	� ��

� � ��� �� 	
� � ��� �� ��� �������	� ���	������ ��

� ��� �� �� � � �� ��� ��� �� �	����� ���

� � ��� �� ��� ��� ������� �������	� 
	� ��

� � �����

�� � �� pos������
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� � �� ���pos��� ��� �������	� 	
 pos�������

� � �� pos��� ��� 	�
� � 	�� ���� �
�

� �

��� ������� �������	� 
	� ����

� � �� � ��� 	�
� � 	�� ���� �
�

� �

��� �������	� ���	������ ��

� � �� ���� ��� ������� �������	� 
	� ����

�� � �� neg������

� � �� ���neg��� ��� �������	� 	
 neg�������

� � �� neg��� ��� ��� � 	�� ���� �
�

� �

��� ������� �������	� 
	� ����

� � ��� � ��� ��� � 	�� ���� �
�

� �

��� �������	� ���	������ ��

� � ��� ���� ��� ������� �������	� 
	� ����

� � �����

�� � �� pos������

� � �� ���pos��� ��� �������	� 	
 pos�������

� � �� pos��� ��� ��� � 	�� ���� �
�

� �

��� ������� �������	� 
	� ����

� � �� � ��� ��� � 	�� ���� �
�

� �

��� �������	� ���	������ ��

� � �� ���� ��� ������� �������	� 
	� ����

�� � �� neg������

� � �� ���neg��� ��� �������	� 	
 neg�������

� � �� neg��� ��� 	�
� � 	�� ���� �
�

� �

��� ������� �������	� 
	� ����

� � ��� � ��� 	�
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�
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Exercise 13.8 (page 343)

Fact: ��� ��� ����� ����	�
�	� �  neg�neg�� �� � � �

Proof: �� �����
��� �� 
�	 �
���
��	 �� �  ������� �� ���	� �� 
�	 �
����


��	 �� � �

� � true: neg�neg�true�� � neg�false� � true�

� � false: neg�neg�false�� � neg�true� � false�

� � �� ���: �� 
�	 �����
��	 ����
�	��� �	 �����	 
��
 neg�neg����� �

�� ��� neg�neg����� � ���

��	� neg�neg�������� � neg�neg�����neg����� � neg�neg������

neg�neg����� � �� ���

� � �� ���: �� 
�	 �����
��	 ����
�	��� �	 �����	 
��
 neg�neg����� �

�� ��� neg�neg����� � ���

��	� neg�neg�������� � neg�neg�����neg����� � neg�neg������

neg�neg����� � �� ���

� � ����: �� 
�	 �����
��	 ����
�	��� �	 �����	 
��
 neg�neg���� � ��

��	� neg�neg������� � neg��� neg���� � ���neg�neg���� � ����

� � �� �: �� 
�	 �����
��	 ����
�	��� �	 �����	 
��
 neg�neg���� � ��

��	� neg�neg��� ��� � neg����neg���� � �� neg�neg���� � �� �

�

Exercise 13.9 (page 345)

��	 ����	�
�	� ���
���������� �	
�		� � ��� � �	�	 ��	�	�
	� ���������� ��


�	 ����
��� 
� !"	����	 ##�#$���� %	 �		� ������ 	"��	�� 
�	�	 ����	�
�	�

�� 
�	 �������	 �� HML�

� ���� �
�
	 � ��� ��� �� �� &�' ��
��� ��� �	 �� � �
�
	 �� ����� ��

��

	� ��� ��� �� � &�' ��
��� ��� ���� 	�
�	� ��
 �	 ���	 
� �� � &�'

��
��� �� ��� ���� ��
 �	 ���	 
� �� � &�' ��
���� ��������(

� �� ����� ��� false � �� false�
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� �� ��� ����� ���	
 ���� ���� � �� ������ ��� ��� 	� �� ��� ������


��� ���� �� ���� �� 	� � ��� ������ ��	 ��	 �� �� � ���� �� ����� ���

��� ���� 	� � ��� ������ � ���� � � ��� ������� ���������

� �� ����������true � ���true�

 ��� ���� ���� ��������� ���
 ���������
 ��� ��!����� �� ���� ������

� � neg��� ��	 � � neg����

Exercise 13.11 (page 350)

"� #���	�� ��� �������

���true � ����false � ������false�

#������ ��� ����������� ��� ����� ��0�

� $�� %�� ���&���� �� ���� �� � ������ �� 	� �� � ���������'

� $�� ����	 ���&������� �� ���� �� � ��� ������ �� 	� �������!

����� ���� �� � ����������

� $�� %��� ���&���� �� ���� �� � ��� ������ �� 	� ��� �����(

�����

)� $�� ������������� ������� ��� �����0* ��0� �

���true � ����false � ���
�
���true � ���true � ������false

�
�

Exercise 13.12 (page 353)

"� ����true� � ��	 ��	 
 	

)� ����true� � ���	 �� 	

+� �������true� � ��	 �� 	

,� �������true� � 


-� �������false� � �
 	

.� �������true� � ��	 ��	 ��	 
 	

Chapter 14

Exercise 14.2 (page 360)

/�� �
���
� 0 ���� Sort��� � 

 ��	 �

���
� 0 ���� Sort��� � ��	�

$��� ������� � � � ������!� Sort��� �� Sort����

0� �� ��� 
���
� ��0 ���� Sort�� � 

 ���� � �  � ��0
 ��� � �  � 0�

$��
 � � � ������ � �  �� � � �
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Exercise 14.3 (page 362)

��� �������	 
������	��� ����	��� ��

�
����� � ��� ���

�
� ����� � ��� ���

�
�� � ������� ����

�
� ����� � ������

�
�

Exercise 14.4 (page 365)

��� ����	� ������	� ������ � ��� �� ����� ���� �� 	�� 
������ �� ��� ��� �

	���� �� ����� ���� �� 	�� ������ �� ������ ��� 	�� ���	������ ������� 	��	

	�� 
������ �� ����� �� �	 	�� ��� 	�� 	��	 	�� ������ �� ����� 
� �������

	�� 
������ ���� ���� 	�� ������ �� ��� ��� 	������ 	�� ������ ����� ����

���� 	�� 
������ �� �����

��� �������� ������	���� �������� ���� 	� ���� �� ������ ���� � ���

�������� �	 �� ��	 ����������� 	�� ���� 	��	 	�� 
������ ���� ����	����� �� ���

�	 �� 
� 	�� ���� 	��	 �� ������� �	��� �� 	����� ������� ��� 	��	 	��

���	������ �����	���� 	���� 	�� ������ ����� 	� ����� ���� �� 	���� 	����� 	�

����� 	�� ��	�����	��� ��	���	 ���� ������� 	�� 
������ 	� ����� 	�� ���	���

��� 	� �����  !������ 	�� ���	������ �� ����� �� ������� �	��� �� ���� 	�

����� ����� �������� 	�� ������ 	� ����� 	� ����� � ���	��� 	���� 	� �����

����� �������� ������	��� ��� 
� ���"���� 	� �����

� �� � ��� �������� ����	����� 	�� 
������ �� �� ���

� �� � 	���� �������� ����	����� 	�� ������ �� 	��� ������

����� ���"���� ������	��� �� ���� �� 	�� ���	��

�� �����	�� � 
������ 	�������� ������ ��� 	� ����� ���� 	� ����� 	�� ��	��#

���	��� ������� ��	�� � 	���� �������� 	�� ������� �� � 	���� ������� 	�� ���	�������

����� 	��� ������ 	�� 
������� 	��� 	���� 	�� ������ 	� ������ 	��� 	���� 	��

������ 	� ��� ������ ��� $����� ������ 	�� 
������ ���� ������ �� 	�� ����#

���	� ��� 
���	 ������	�� ��������� 	��� ���	����� 	��� 	�� �������� ��������

������	��� ���� ����� ����� ��	� 	�� ����	� ������	����

Exercise 14.5 (page 368)

��� ���� ��� 	��	 	�� ���	� ��� �������" �� �� ����� ����������� �� ���	���

	� ���" �� � ���" ����� �� ��	 ������
��� �%� ����������� ����� ���� 
�

�������� ��� ��	��� ��� ��� ��		��� � ���" ���� �� 	�� 	�
���� %� 	��

������������ ��� 
� ���	��� 	� ���" �� 	�� ��� ���"� �� ���� ��� �� 	��

��	 
� ������	�� ��� ���"��� �	 �� 
� 	�� �	��� ������� ������� �	� &����

���� ����������� �� �	����� 
� 	�� �
����� �� � ��'����	 ���"� ����� ���"

��	 
� �� 	�� ���� �� ��� ������������ ��� 	��� ���� ����������� ��	


� �� 	�� �	�	� �� ������ (��	 ���"�� �� 	���� $��	 ���"� )�	 	��	 ����� ���

	��	 ������������ * ��� + ��� 
�	� ������� ���" +� ����� �� ������
���
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Exercise 14.6 (page 371)

�� ����� ���� 	
 ��� ���� ������ ������� ��� ����� ����� 	� 	� ����� ��

����� ��� ��	�	��� ����	��� ���� ��� ������ ������ �	�� ��� �� ���� �� �����

��� ��������� ����� ���	� ��� ���� ������ ������ ��� ���� ��	�� ��� ��	�	���

����	��� � �������	� �������� ����� ���� ��� ������ ������ ��	�� 	� ���

��	�	��� ����	�� ������� ��� ���� 
��� ���� ��	�� ���

� ���� ��� ���� ������ ������� ����� �� ����� ��� ��	�	��� ����	�� �	��

������ ����� ���� ���� ��� b1 ������ ���� �� 	� ��� ����� ���� ���

�	���� ��� b2 ������ 	� 	� ��� ����� ��
 �� ��� k �������� 	� 	� ���

����� ���

� ��
��� ��� ���� ������ ������ ��� ��	��� ��� ��	�	��� ����	��� 	
 ���

������ ������ 	� ��	�	�� �� �� ������� �� ����� ��� ��	�	��� ����	�� �	��

	� 	� ����� ���� ���� ��� b2 ������ ���� �� 	� ����� ����  ���� �
���

������ ��� k �������� 	� 	� ��� ����� ��� !��� ��	� ������ �	�� ���

�� ���� �� ���� �� ����� �� ��� ����� ��� ��	�	��� ����	���

Exercise 14.7 (page 373)

!�� �������� �������"���	�� ������� ��#�	��� �� ������ �� ��� �������

���� �� ��� �����	�� ��� ��� 
������ !�� ��$������������ ���� ���

������ 	� ���	�	�� �	�� ���� 
��� ��� 
����� ������ ���� �	������ 
���

��� �����	��� ��� ��	� �	%������ 	� ��� ���	������ 
��� ��� �	�� �
 �	��

�
 ��� ������� !��� 	�� ����	�	�� ����	�� ���������&

Sender
���
' in�snd�S S

���
' ack�Sender ( err�snd�S

Sort�Sender� ' �snd� ack� err�

���	�� 	�� �����	�	�� ������ 	� ��	���� ����&

Sender snd�S

S

in

sndack

err

!�� �������� �����	�� ���� ����� 
�� ��� ���	�	�	�� �
 	�� ��$����"

�������� ��	�� ����� �
��� ����	�	�� � ������� ��	� ��� )rcv* ���	��� ���


������	�� 	� �� ��	� ��� )out* ���	���� 	� �	�� 	���� �� ���	�	��� ��$����"

�������� �� ���
����� ��	� � )rack* ���	���� �� ��	� �	�� 	� �	�� �� �����

�� ����	�� � ��� ��������  ������� 	� ��� 	������ ����	�� �� ���	�	��� ��"

��� ������� 
��� ��� 
����� ��������� �� � )rerr* ���	���� 	��	���	��

485



Temporal Properties

���� ��� �����	
������� 	�� 
���� �� 	���� ���� �� 	�

 ��������� ����

�����	
�������� ��� ��	 ��������� �� �� ��

�	��

Receiver
���
� rcv�out�rack�Receiver � rerr�rack�Receiver

Sort�Receiver� � �rcv� rack� rerr�

��� ���������� ����� �� �������� �����

Receiver out�rack�Receiver

rack�Receiver

rcv

outrack

rerr

��� ���� ���� �� ��� ������ ��� ��	 �������� 	��� ��� �����	�


�� ��
� ����� ��� �����	
������� ��� ��� �����	�
 �� ��� �����
 ��

��� ���� ���� �
 �� ��� ������ ����� ��
� ����� !���� ������� ��� ������

�� ��� �����	�
 � �� ��� "rcv# �������� ��� $���� �	���� ��� ��%�
����

�����	
������� ��� ��� �����	�
 ����

�� �� ��� "rack# �������� ��

���� ������ ������ ��� �����	
������� �
��� �� ��� �����
 � �� ��� "ack#

�������& �� �� �� 
��� ��� �����	
������� ����

�� �� � "rerr# ��������

��� �	��� � ��	 �����	
������� ��� ��� �����	�
� ��� ��	 ���������

�� �� ��

�	��

Medium
���
� snd��rcv�rack�M � err�Medium�

M
���
� ack�Medium � rerr�rack�M

Sort�Medium� � �snd� rcv� err�

��� ���������� ����� �� �������� �����

Medium
rcv�rack�M

�
err�Medium

rack�MM

snd

err

rcv

rack

ack

rerr
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Sender

� Medium

� Receiver

snd�S

� Medium

� Receiver

S

� �rcv�rack�M �
err�Medium �

� Receiver

S

� rack�M

� out�rack�Receiver

S

� rack�M

� rack�Receiver

S

� M

� Receiver

in

snd

rcv

err

out

rack

ack

rerr

�����	 
��� ��	 	�����	� �	����	�������� ����	��

��	 ����	��� �	�	��	� �� ��	 ���������� ������� ���	� ��	�� ��	 ����������

�� ��	 ����	� ���� ��	 ������ ��	��� ��	 �����	 ��� 
������	�

��	 �����	�	 ����	� �� ����� �	��	� ��  	 ��	 ����������� �! ��	�	

���		 ������	����

System
���
" Sender � Medium � Receiver

 �� ��# ��	 !����#��� �������������

�����	 ������ 
������	in

snd

ack

err

rcv

rack

rerr
out

��	  	��$���� �! ��	 �����	�	 	�����	� ����	� �� ���� �	����	�  � ��	 �����

������ ����	� �	����	� �� �����	 
��� ��	 ����	���  	�#		� ��	 �����	

��� ��	 
������	 �� ���	����	�� �����	� �	 �� ���� ���������� ����	��
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Temporal Properties

Exercise 14.8 (page 377)

� ���� ��� ��	�� �� � � � �� 
��� �����	 ��	�� ����� �� � � � ��� ���

������ �	� �� 	� in 	����� 	�� ������� ���� �	���� ��� ������ �� ���

��	�� � �

�
�� � ���

� ���� ����� ��� ������ �� ��� �� 	�� �� �� 	 ������� in 	����� ����

��� Sender ������� ��	���� ��� ��	�� �����

� ���� �	� ��� �	���� 	���� ��� Sender 	����� ������������ ���� ���

Medium �� 	� ack� 	������ �	���� ��� Sender �� ��� ��	�� ���� 	�� ���

Medium �� ��� ��	�� � �

� ���� ���� ack� ����������	���� ������� ��� Sender �	� ����	���� 	�

����	�� ������� ��� 	������ �� 	�� �� �� ��� ������ �� ��� ��	�����

� ��� Medium �	� ��� �� ���� ack� 	����� 	���� �� ������������ ���� ���

Receiver �� 	 rack� 	������

� ��� Receiver �� ���� �	� ��� �� ���� rack� 	����� 	���� ����� 	� out

	������ 	�� ���� �	��� ��� Receiver �� ��� ��	�� �����

� ��� ������ �� ���� �� �� ��� ��	�� ���� �� � ����� ���� ����� ���

	���� 	������� 	������

Chapter 15

Exercise 15.2 (page 384)

��	���������  ����true 
�� ��!�������

 ������true 
����� ��  ���� �

 ��"�#false 
����� �����  "�#�� �

 ���	����	�� 
�� ��!�������

Exercise 15.3 (page 385)

$�� 	������ ��	� � ���� ������	� ������ �����

���� �� 	���� ��� �	�� 	� ��� ����� 	�� 	������ ��	� � ���� �����

��	� ������ ����% ��� ��� ��&������ �� ��� 	���� ��'�������� ��	� ����

� ������� ����� � ���� ���	�� �����

(������� ���� 	���� ��'�������� �� �	����� �� �� �	�� ��� �������� �

�� �� true� 	� �� ������ true �� 	�	�� ���� 	���	���

(����� $��  true�� �
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Exercise 15.4 (page 386)

Fact: � ��V � ��� ��� ��	
 ��� � � ���
V
�

Proof: �
 �������� �� ��� ������� �� � � ������ �
 ����� �� ��� �����

��� �� � �

� � true: � ��V true � � � States � � � �true�
V�� ����

� � false: � ��V false � � � � � � � �false�
V�� ����

� � �: � ��V � � � � V��� � � � ���
V�� ����

� � �� : � ��V �� � � ���V �

� � �� ���
V�� ����

� � � ���
V�� ���� � � � ����

V�� ����

� � �� ���: � ��V �� ��� � � ��V �� ��� � ��V ��

� � � ����V�� ���� ��� � � ����V�� ����

� � � ����V�� ���� 	 ����V�� ����

� � � ��� ����V�� ����

� � �� 
��: � ��V �� 
�� � � ��V �� �� � ��V ��

� � � ����V�� ���� �� � � ����V�� ����

� � � ����V�� ���� � ����V�� ����

� � � ��� 
���V�� ����

� � ���: � ��V ��� � �
�

� � � ��� ���� � � ��V �

� �
�

� � � ��� ���� � � � ���
V�� ����

� � � �����
V�� ����

� � ����: � ��V ���� � �
�

� � � ���	��� � � ��V �

� �
�

� � � ���	��� � � � ���
V�� ����

� � � ������
V�� ���� �

Exercise 15.5 (page 388)

�����
V�� ���� � �� � States � �

�

� � � ��� ���� � � � � � � ��
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Temporal Properties

Exercise 15.6 (page 389)

�� ������	� 
��� ��� ����� 	�� � � � 	���	��	 � � ������
V�� ���� ��� �����

��	� �� ��� ���	� ���� ����� �� ��� �������� ���� � ������
V�� �����

��� � � �� � States � �
�

� �
�

� �
�

� � � � � � �� ��� 	�� �� 	����	

 ����  � �������� �� ������� �� ������� 
��!  ��� ��� �����	�"� ��������

� � ����� #	 �����	������ �� ������� 
��! ���	 	�� �	 � ���� �����$  �

	���� �����	����� ���� � ��	� �� ���� �� ��� %�����	� ���� ������

&� ���	 ��� 	����	� ���� � �	 ��� ���� ������

� � ���� � ������
V�� ����

� �� � States � �
�

� � � ��� 	��� � � � � �

��� 	����	� ������� ���� � � �� '� ���� �� 	�� ���� � � ��

	 (���� � � � �
�

� � � ��� 	��� � � � ��

	 (���� � � � � � �
�

� � �� ��� 	��� � �� � ��

	 (���� � �� � � � ��
�

� � ��� ��� 	��� � ��� � ��

)��������% �� ���	 ��	���� �� ������	 ����� ���� � � ��

#	 ��� � ���� ����� �� ��� �������� ���� � ������
V�� ����  ���� �	 �������

��� ���	� ��� %�����	� ���� ����� ���	���� ��� �����		  ��� � � 	����	 � ���

� ��� � � ����	�����	 �
�

� � ��� �
�

� �� &��� � �� � ��� ��� � � ���

��� ���� �����	 �� ���	 ���������

Exercise 15.7 (page 392)

'� ���"� ���	 �� ��������� * ��� ��%���% �� ��	�	 * �� ��� 	�������� �� 	 �

+� �"��  � ���� ���	��� ��� ����� ��	�	  ���� ���,� ������ �� ��� �����

�� ��� �����%��	 ��	��� ��� HML �&������ 
-�. ��%� -!-��

	 � �:

� 
�
V
neg��� � � 
�

V
� � � � V��� � � 
� V��� � � �
�V �

	 � ���:

� 
�
V
neg����� � � 
�

V
���neg��

� � � States � � � � ��� �� � � � � 
�
V�� ���� neg��

� � � States � � 
� � ��� �� 
� � � � 
�
V�� ���� neg��

� � � States � � 
� � ��� �� 
� � � � �
�V�� ���� 

� � �
�V ���

	 � ���:
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� ��
V
neg������ � � ��

V
���neg���

� �� � States � �� � �� � ��	
 �	 �� � ��� ���� 	 ��
V�� ���� neg���

� �� � States � �� � � � ��	
 �	 � � ��� ���� 	 ��
V�� ���� neg���

� �� � States � �� � � � ��	
 �	 � � ��� ���� 	 ���V�� ���� �

� � ���V ���� �

Exercise 15.12 (page 399)

�� ���� � �	��� ��	� ���
�� �	 �

�� �	 �����	� �� �
���� ��	 �	�����	

	������
 �
�
��	�� ���	
 �
 �	�����
� ���� ��	 ����	��� 
 �� ���	 �


	�	�� ����	�

 � 	�	�� ����	 �	 �	��� ��	 ����	��� 
 !��� ����� "�� �	 !���

	�	
������ ���	 
���	�	 �� ��# ���� ��� ��	 ���	�� !��� 	�	
������

�	����$�

%��� ���� ����	��� �� ���	 �� ��
� �� 
 �� ���	 �
 	�	�� ����	 �� ��	

���	�� �
� 	�	�� ��
 �� ��	 ���	�� �	����$��

&� ���� � ��	��	�� ��	� ���
�� �	 ��	 �����	� �� �
���� ��	 �	�����	

����	��� �
�
��	�� ���	
 �
 ��� �	��� ��� � ����	 �
 ���� 
 �� ���	�

 � 	�� ����	� 	���	� ��	 ����	��� 
 !��� ����� �� �� !��� �	 �������	

�� !�$	 � ���
�����
 �
� �
��
�	 ��	 �	��� ��� � ����	 �
 ���� 


�����# ���	�	�� �	 
		� 
	�	� �!��	�	 ���� �	����

%��� ���� ����	��� �� ���	 �� 
 �� ���	 �
 ��!	 ����	� �� �� ��	�	 �� �


�
�
��	 ���� ������� ��	 ���	���

'� ���� � ��	��	�� ��	� ���
�� �	 ��	 �����	� �� �
���� ��	 �	�����	

����	��� �
�
��	�� ���	
 �
 ��� �	��� ��� � ����	 �
 ���� � �� ���	�

%��� ��	 ����	��� �� ���	 �� 
 �� ���	 ��� �� ��
� �� � �� 
�� ���	� ���

�
��� � �	�!	� ���	 ( �� 	�	� ( �� !��� �	 �������	 �� �� ��!	���
��

Exercise 15.13 (page 401)

�� 
 almost always holds along some �� path.

)
 ���	� ��� ���� ����	��� �� ����� ��	�	 !��� �	 � ����	 �	�����	 ��

� �	��	
	 �� � ���
�����
� ���! ���� �
 �� ���� 	����� ���
� ����


 �� ������ ���	�

�	 ���	 ���	��� �		
 ��� �� 	���	�� ��	 ����	��� ���� 
 ������ �����

���
� ��!	 �� �����

* � ���
 � 	�
��

�	 
		� �
�� �
� � ����	 ��������
� ���� ����	��� ���� �
 �	 �	��	�

�� � �	��	
	 �� �+���
�����
��
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���� � �����

������� �	�
 ��� �� ��� �� 
��
�������� �� �	� ������ �� � � �	��
�

�� �	� 
��� ���� �	������ ��� � �	� ��������
 �� ����� ����
��� � ��

��� �	� ���������

���
�
���� � ����

�
� �����

�� � holds infinitely often along some �� path.

�� ����� �� �	�
 �������� �� �� ����� �� ��
� �� ���� �� ����	 � 
����

�� ����� � 
������� � � ����
�����
 �� �	��	 � 	���
� ��� �	�� ��

������ �	�
 �������

�� ����� �	������� 	��� � ���
� � �� ����� ���
�������� � �� ����� �


�� ���! �� �	� 
���� �� �	��	 � 	���
 � �������� ���	�� � ������
�

� �� ����� ���
�������� � �� ����� �
 �� ������ �	�
 
����	 ���� ���

���� ����� �������

������"� � ����# � �����

492



Index

�� ���

�� � ���

��� ���

��� ���

��� ���

�� � �	�� �
	

� � 	

�� ��	

�� � �	�

F� ��

�� �


� � �
� ���

�� � �	�� �
	

� � �


�� �


T� ��

� � �	�� �
	

� � ���

�� ��

���� ��� ��	

Æ� ���

�� �	

�� �� �� �

��� ���

�� ��

�� ��

�� ���

�� �


��� ��	

�� ���

	��� �
� ��	


� ���

���� ���

id� ��	

�� ��

�� �
� ��

���� ���

�� ���

����� � ��	

����� � ��	

���� � ��	

���� � ��	

���� � ���� ���

��� ���

���	� � �
�

����� � ��


����� � ��


���� � ��	

���� � ��	

���� � ���� ���

�� �
� ���

�� ��

0� �
�� �
�

�� �


��� ��


��	� � �
�

�� ���

�� 	�

�� ���

	� �


	 ���� �


�� ���

�� ���

�� ��

�� � ���

��� ���

�
�
� ���

�� ��

�� ��

�� ���

�� ��

�� ��

V�� � ��� �	�

�� ��

F. Moller, G. Struth, Modelling Computing Systems,
Undergraduate Topics in Computer Science,
DOI 10.1007/978-1-84800-322-4, © Springer-Verlag London 2013

http://dx.doi.org/10.1007/978-1-84800-322-4


INDEX

�� ��� ��� ��� ��

�� � ��� ��

��� ��	


 �� ���

 �� � ������ ������ ��

���� ������ �	�

���������� ����� ��� �	� ��� ��

�������� ���� ����� ��

������������ ��

���� ���!� "#������� ���

������ ���$%� ���

�������� ���

������� �& � ����� � ���

��#�� �& '���� ���

��(������ ����� ��

)*+)� �	�

���� �� ,���������� ��

�� ��� ������� �	�

���-����� �	�

����������( ��� ��������� ���

./ (���� ��

������  ����� ��������� ���

������  ����� ��

������� ���

��(# ��� �& � &#������� ���

����� �� �

����� �& � &#������� ���

���������0���� ��� ��� ��� ��� ��

��� �� &�� #��� ��

��� �� ������������ ��

��������1��&����� (� ��� ���

����������� ���

2���#�� 3�-�� �	�

2���#�1.�#� "�� � �	�

�������� 	
� ��������� ���

2���� 4����� ��

����  ���� ���

��5������� ���

������ ��(���� ��� ��

������ &#������� ���

������ �# ����� �		

������ ��������� ���

������ ����� ���

���� #������ ����#���(� ���

���� #������ (� �� �	�

���� #������ ��������� ���� ���

����� ��� ��

2���� 4�#��� ���

����� �& � ���������� ���

����� ��(������(� �

2."� �	�

2������ ��(����

�& ������������� ��

�& ����� ��

���10��#�� 2������ ��(����� ��

2������ ��(������ ��

��#�� 0�������� ���� ���

��#���� 6#����$������� ���

��%� ���� ���

��
����� ���7��	

��
���� ���

2����� �

2����� 8-������ �	�

8/� �

8�5���� "������� ��

��������
��� ���

������������ ��� ���� ���� ��	

8������� )����� ��� ���� ���

8�������� ����#��� ��

8��0��� ��#�� ���

8������!� 9�������� ���

�������(� ��

�-������������ &�� #��� ��	

�-������������ &#������� ���

������ ���� ���� ���

�-����� ���

������ ���7���

8������ �#����� �

�������� ���

�������� ���

���� ��� �& � &#������� ���

��
���
��
��� ���

8�����: ���5���#��� ���

8�����:!� ���5���#��� ���

��  #�������� ��������� ���

494



INDEX

������������	
 ��
 �
 �
 ��
 �

����������

����������
 ��

���������� ����
 ��
 ��
 �

���������� �� � ���
 ��

���������������
 �

����������� �� ���������
 ���

����������� �� ���������
 ��

����������� �� ���������
 ���

�������� �������
 �

������������� �������
 ��

��������  ���� !������"
 �

���������� �� �� ��#�����
 ��

���������� �� �� �����������
 ��

���������� ���������
 ��

����������� ����������
 ��

���$�������
 ��

���$�����
 ��

�������������
 ��

������������� ����
 ��
 ��

�������������� ���
 ��
 ��

������%�� ���
 ��

������%�	 ��&���� ���
 ��

��������
 ���

�������� �������
 ���

!�	
 !����
 ���

���������	
��
����
 ��

���������	
��
��
 ��

!� '��#�� ����
 ��

!� '��#��
  �#�����
 ���
 ���

�������(
 ���
 ���
 ���

�������( �������
 ��

���������
 ��

!��� )���
 ���

��&���# ���������
 ���

��&�������
 ���

!�((��*�  �#����"�
 ��

!����#
 +, -������
 ��

!� '��#��*� .���
 ��
 �
 ��

�������
 ���
 ��

!��(���
 �"�����
 ��

���������	
 ���

!�� /���0 +��" � 1��#����
 ��

��2������ �� ��� ����
 �

��#���� ��������
 ��

!�$(����
 -��#�� +,
 ��
 ���

�����# �"������"���
 ���

���$���� ����
 �

���$�������
 ��

���$�����
 ��

������%������	
 ��
 �
 ��
 �
 ��

!��#���
 �"����� .�����#�
 ��

������ �� � ��������
 ��

������ �� � ��������
 ���

���������� ����
 ��

���%�� ���������� ���
 �
 ��

���%�� ��#����� ���
 ��
 ��

!�����
 3�"�
 �

������# ������#	
 ���

������	 ���������
 ��

-�������*� 4�����
 ��

-�������
  �%���
 ��
 ���

��������
 ���

����������� ������#���
 ���

����	 ���
 ��

����	 ��� ����
 ��
 ��

����	 ����
 ���

-��������� �"� ������
 ��

�������	 �� ����
 ��

�����������
 �
 ��

����������� �������
 ���

����������� ���
 ��
 ��

����������� ��������
 ���

-��5��
 6���
 ���

-�����
 ���
 ��

-����
 .���"���
 ���

������
 ���

������ �� � �	����
 ���

�7������ ������ ����
 ��
 ��

�7������� ��
 ��
 ��
 ��

�7������� 84 #���
 ��

�7��������� ������&������
 ���

�7������ ���������� ��������
 ���

��������� ��������
 ���

�������
 ���

495



INDEX

�������� �	��
������ ���

������ ������� ��� ���

�������� ���� ������� ���

������ ������ �� ���

��������� ���

��������� ��	 �������

��������� ������ ������ ���

��������� ������� ���

��������� ���� �� 

�!"# �$

%���� &���� �'�

%���� ��� ��$

���(������� )������ �

%*�� +���� �,� �  

������� ��

���� 
������� ��-

���� ����� �-�

�������� �''

����������� ������� �� )���������

��'

&��� �	��
������ ��� ���

&��� ���� �'�

&���� �'�

.����/��/������ �'�

.����/��/��/������ �'�

.���� 0��� ��������� �� 

.0" � ,


� �'�

.��������� ���1������ ��'

.���2�� 3����� ��$

&��&�� ���

.�2�� ��

.�2�� ��������� ' 

&��+� �'$

.���� 4������ 5���2�� �

&������� ������ ��
���� � ,

&������� %*�� +���� �,�

���� ����� �-�

���� ����� ������� $'

6������� ��� ,

�������� ������� ���

6����� 3����� ���

6����&��
� 07 8���� ��'

���+ +�����* ���

6������� 9�����2 ��,

6�������/9����� ��&�� ��,

������&������ �������� � �

�� ������ 

6��2��� :��� �',

HML ��,

6��� .���� �� 3���2��� #�&�������&

��

����&������ �������� � �

����+������ ��2� �  ,$  � $-

�������� �������� �' 

�������� ��2�  ,

���&� �� � �������� �',

���&�/%���� ��,

!9"� � -

��+����������� *�
 ��

��+�������� �'

��+�������� ��2 �   �

���������/�*������� +�����+�� �,  '

��������� ���

������������ ��������� �� 

�����& ��������� ���

���������� ��������� ��'

�������
� ��%������ �-�

�� �  �-�

�� � ���� ��+�� ��-

�� � �������� ���

�� � ���� ���

�� � ��� �-�

�� ���&�� ��'

��������� � 

��%������ ����� �-�

��%* ���� �',

��%* �������� ��-

��%* ����� � �

��1����
� �������� ��-

��������� ���� �� 

!���&��� '$

!���� ������� �

!������� 9�
�� "������� � -

������������ �� �2� ���� ��

496



INDEX

������������ 	��
�����	 ���

�����	� �������� ���

�����	� ���
���� ���

���������� �
� ��

���������� ���
���� ���

�
��	�� �
����  ! ���

�
��	 "��� ���

���� #��	 �� ��

$
	%
��� &
��' ���

$
' #�
� ��

��'(�
��� %
�� �)

$������ *���' �

$�
	���(+
�	�� +,����� ��� ��) ���

���

�
-����� ��
�	����� 	'	��� ��� ���

 
�	�� .��� �//

 #�0#. /

 
� �� .��-�� 1��
���� ��

 
� �� �,� 2������� 3����� �)

�
�	 �� "����
� 
���-�
 ��

��
	� 4��� %���� ��)

 ��� 0,
���	 �

�����, ��/

 ���
��� �� 5�	
 ��)

 ���	�� 1
��' /

 �-�� #-
�� ��)

 ��,�'�
� "�66 ���

����� �����
� ��)

������		 %��%�����	 ��� ���

������		 %��%���' ��/

����� �
��	 �� �/

�����
� �7���
����� )/ �)�

 ����� #�-��
��� ������� /

 ����� 8���������� ��
�� �
% ��

��	��� %�	����� �/�

 ��� &
��� �

�
9����' �������� ��

�
�(��(�,�(������ 
��
�� �

3
�(:���(&�
� ;����� ���

3
�� &����,� �� /�

�
�,��
���
� ��������� ���

3�0
��,'<	 ��(�������� ���

3�0�
�� ��,� ���

����� 	��� ���

3��	���� 3
��� ��)

���
�
���
�� ��

���
�
��
-�� ��

3����� ;�-�� ���

������� ��� ��)

������� �	
��� ��� ��	���� �/�

���

������� ������ �/�

��		���
���	 
�� �
���-
�	 ���

mod ���

���
� ��%�, �)�

���
� ,��%��� ���-	 ��)

3��
�  ���� ���

���
� ����� ���


�� -�	����
���� �)�

���
� ��(�
�����	 ���

����� ��

����	 %����	 ���

����	 ������	 ���

�	�	�	�� �/�

��������� �������� ���

3���� $
��
	, /�

��(
%%�����
�� ���

�����%����� ���

����
� �����	��� ��/ )��

����
� �����	��� 
������,�	 )

�= ���

1
-���� >�
����� ���

1
�	���,<	 ;��� ��

1#1. �� /�

1#1. �
�� ���

1
���
� ���-��	 /�

1
�� 5���� ���

1���,
�(��,������ 5������� �

���
���� ��

1��	�� +�� ��

1���
�� 5���� )

1����
�,�	<	 +,����� �)�

nil %����		 ��� ���

��� ���?��� ��)

497



INDEX

������ ���

���� ��� 	


��� ���� ���

��� ���� ��

������� ��

�����	
 �� ���

�
� �	�� �	


�������������� 
�


������� ���������� �

�� �� ��������� ��

��������� !���" #������� ���

��� #������� ���

�� ���� ��

��$���$ ����� �


��$���� �������� 
�


��$����� %��&�'� ��

�% ����� ��

���������

��
������ �	�

�������� ����������� 
	�

�����(���� �� #�����)� �*

������ ��$��� ��


�������� ��	

������� ��+������ ��	

������� ��+����� ������(�� 
��

,�������� ,('����� ��

���#�� ��#������� ������ �	�

,�����-��$� ��

,������.� /�����(�� 
�*

,������� 0��' 12� 
�*

������ �	

������ �	�

,3��'�� 0������ ��	

,3��'�.� 4�� ������ ��	

��-����� ��

�����$���� �# �������&��� �*� ���

���$������� ��$����� 
�


���$����� ���

���$���� ������ ���

���+� ������� ���

�������� �# � #������� �	�

������� �# �� �������� ��

������� �# �� ����������� ��

����� ������� 	*

����� ���

�������� ���

0� ���� ���

����� ���+�� ��


������� ���

�(����� ��	

$�+���� �5������� ���

$�+������� ���

�&���� ���

nil � ���� ���

&��������� ���

���$��� *�

����#� �
�

����# �' �����$������ �
�

����# �' ������������� �
�

����# ��������� �
�

����������� �*

������������ �������&�� ��� ��

��� ������� �	

$�� ������� �


�5��&������� ��

����������� �	

�������� ��

������������ #������� ��

������������ ������ ��� ��� ��

#������� ��

�'����� ��

�'���� ��� ��

������������ &�������� ��

�������� 
� 
�


�������6�' ��'������('� *

,'(������� �
�

5��$���� #������� �
*

5����+������ ��


5����+���� ���

��$��(����' ���(���� �

����-�' ��&�� ��������� 
��

����� �# � #������� �	�

����� �# � �������� �*�

������� �������� 	�

���� �������� 	�

�����$�� ������ �


498



INDEX

���������	 
��

�������� ��������	 
��

�������� ���������	 
��

�������� ����������	 
��

�������� ����������	 ���

�������� �� ��������	 ���

������� �������	 ���

������� ��������	 ���

���������	 �
	 ���

������� ���	 ���

��������	 ���

 ����������	 �


 !" �����	 ��

 ���	 #��	 �

 �����	  ���	 ���

�������	 
��

 ������$� %������	 ��&��

 ������	 "�������	 ��

'��(�	 )����*	 ���

������ ����������	 ���	 ���

������ ��������	 ���

�����+���� ��������	 ���

�����+���� �����������	 ��

�����+��	 ���

'�(�,����-"�������� #(�����	 ���

'�(�,����.��$� ���	 ���

���������

�� HML	 ���

�� ������������� ��.��	 ��	 ��

���	 ��

�������	 ��

����������	 ��

������	 ��

�������(��	 ��

���-������� ��������	 ��	 ��

'������	 /����	 
��

��� �����	
�	 
��

���������� ��������	 ���

���	�� ��
 ��

���	 
��	 
��

'���*���$� 0(����� 0�����	 ���	 ��

������� �������	 
�


Sort1�2	 ���

������ �� � ��������	 ��


�����+������	 ��	 ��

���������	 ��

������ �� � ������	 
�


������.�	 
��	 
�


�����.	 
��

�����. ���������	 
��

'����. 3�������	 ���

���������� ���������	 
��

������	 ��

��������� ��������	 
��

��������� �������	 �
�

���	 ��

'�������	 ��

��������	 ��

���4����� ��������	 ���

������	 
�

��������� �������	 ���

��������� ��5������	 ��

��������� ��������	 ���

��������	 ���

����(���������� ���.�	 ���	 ���

����(���������� ����	 ���

������

�� HML	 ���

�� ������������� ������6	 
�

�� ������������� ��.��	 ��	 
�

������ ����	 ��

����(����	 ��

������	 ��

�	���	 
��

�	��		 
��

���.�� �� � ��������	 ��


#����.���	 7�����8�	 ���

#����.���� *���� ��������. ��������	

���

�������.�	 ��

�������.� ��*�	 ��	 �


�������� ��.��	 ���

�������� ����������	 ���

������.	 ����

#(� "��9	 ���

�(�����	 ���

#(���� 
�	 �

499



INDEX

�������� 	�
�� ����� �

������������ ���

����� ������ ���

������ �� ����� ���

����� ������������ ��������� ���

����� ����
������� ���

����� ���� ���

���������� ���������� �� 

������������ ��

���������� ��������� �!�

����������� �� � ������� �!�

��������
� �������� ��!

��������
� ��������� ���

��������
���� "�� �� 

�����#�� ����������� � $

����� ���� ���� �$�

����� �������  �

������� %���&� �

���������� ��	 '�������� �"�

����������� ���� �$�

����� �� ��� ����� "�

����� !$

���
����� �������������� ���

���
���� ����� !�� !�

���
���� �� ���������� "�

()) )���'����  


���� '��'����� ��$


���� '��'��������  �


�������� ��������� �!�


���� �� � ��������� ��$


��������� ���

*��� ���#���� "�


����������� +�
� ��

,���� )�������� ����� ��

,����� -����� ��

����� .�#�� �!$

����/������ �������� �$

�0� �$

,��������� 1����� 2����� ��

,����� 3����� ���

,����� 1������ �� 

,������ 4����� �!$

������# '�������� ���

������# ������#�� ���

����� ���

536 #���� ��

7��&������8� �������� � �� �" 

9���� !$

7���&��� ,������� �$�

500


	Cover
	Title Page
	Copyright Page
	Contents
	List of Figures
	Preface
	0 Introduction
	1 Propositional Logic
	2 Sets
	3 Boolean Algebras and Circuits
	4 Predicate Logic
	5 Proof Strategies
	6 Functions
	7 Relations
	8 Inductive and Recursive Definitions
	9 Proofs by Induction
	10 Games and Strategies
	11 Modelling Processes
	12 Distinguishing Between Processes
	13 Logical Properties of Processes
	14 Concurrent Processes
	15 Temporal Properties
	Solutions to Exercises
	Index



